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Definitionen

Hamiltonische und symplektische Matrizen

Definition
_ 0 In 2n,2n
o J= ( 50 ) eR ,
o H € R2™27 jst Hamiltonische Matrix <= (JH)" = JH,
e S e R22n st symplektische Matrix <= STJS = J.
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mtG=G und Q= Q.
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Hamiltonische und symplektische Matrizen

e H e R2"2n jst Hamiltonische Matrix <

_ A G 2n,2n
H‘[o —AT]ER ’

mtG=G und Q= Q.
e Sei H Hamiltonisch und S symplektisch = S~'HS
Hamiltonisch

o Eigenwerte symmetrisch zu beiden Achsen.
Sei A Eigenwert.
A € R= —\ € R ebenfalls,
AeC= —\ )\ —\e C ebenfalls.
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Definition
Fir A € R2™2" ist A = SR, die SR Zerlegung mit einer
symplektischen Matrix S € R27<2" und J-Dreiecks-Matrix R.

_ N\
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Allgemeine Aussagen
Implizite Shifts und SR Algorithmus

 H Hamiltonische J-Hessenberg-Matrix und
px(H) = SR, dann ist H = S~'HS auch Hamiltonische
J-Hessenberg-Matrix,

e SR Zerlegung eindeutig, Pendant zum impliziten Q
Theorem gilt.
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s Agrtmus e H Hamiltonische J-Hessenberg-Matrix und

px(H) = SR, dann ist H = S~'HS auch Hamiltonische
J-Hessenberg-Matrix,

e SR Zerlegung eindeutig, Pendant zum impliziten Q
Theorem gilt.

Permutierte Form:
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Einfacher Shift

Implizite Shifts und SR Algorithmus

e Shift hat die Form Hp — ul
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Einfacher Shift

Implizite Shifts und SR Algorithmus

e Shift hat die Form Hp — ul
o Erste Spalte ist x = [®,®,0,...,0]"
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o Erste Spalte ist x = [®,®,0,...,0]"
e Bestimmen S,, so dass Spx = aeq
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Einfacher Shift

Implizite Shifts und SR Algorithmus

Shift hat die Form Hp — ul

Erste Spalte ist x = [®,®,0,...,0]”
Bestimmen Sy, so dass Spx = aeq
Berechnen H, = S, HpS,

Flp hat keine permutierte J-Hessenberg-Form mehr



Implicit
Restarted
Symplectic
Lanczos

Martin Stoll

Grundlegende
Definitionen

SR Algorithmus

Einfacher Shift

Implizite Shifts und SR Algorithmus

Shift hat die Form Hp — ul
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Bestimmen Sy, so dass Spx = aeq

Berechnen H, = S, HpS,

Flp hat keine permutierte J-Hessenberg-Form mehr
'Bulge Chasing’ Algorithmus fir Flp mit Ergebnis Flp
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Shift hat die Form Hp — ul

Erste Spalte ist x = [®,®,0,...,0]”

Bestimmen Sy, so dass Spx = aeq

Berechnen H, = S, HpS,
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'Bulge Chasing’ Algorithmus fir Flp mit Ergebnis Flp
Hp hat wieder permutierte J-Hessenberg-Form
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« Shift hat die Form (Hp — p11)(Hp — p2/)
o Erste Spalte ist x = [®,®,®,0,...,0]"
e Bestimmen S,, so dass Spx = aeq

S e Berechnen H, = S, ' H,pS,
o Hj hat keine permutierte J-Hessenberg-Form mehr
e 'Bulge Chasing’ Algorithmus fir Flp mit Ergebnis Flp
o H, hat wieder permutierte J-Hessenberg-Form
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e Shift hat die Form
(Ho — 11 [)(Hp + 11 1) (Hp — pi2)(Hp + p2 )
o Erste Spalte ist x = [®,®,®,0,...,0]"
e Bestimmen Sp, so dass Spx = aeq
o Berechnen A, = Sy 'HpSp

o Hp hat keine permutierte J-Hessenberg-Form mehr

e 'Bulge Chasing’ Algorithmus fir I:Ip mit Ergebnis Flp
o Flp hat wieder permutierte J-Hessenberg-Form
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SR Algorithmus

Implizite Shifts und SR Algorithmus

Durchfiihren von SR Schritten bis H folgende Gestalt hat

H1,1 H1,n+1
r —1 Hn,n Hn,2n
H=8'HS=| - - ,
Hni11 Hni1,n41
L H2n,n H2n,2n i

GroBe der Blocke ist 1 oder 2.
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Fur2 x 2:

Fir4 x 4:
M=+
Asja ==+

Bestimmung der Eigenwerte
Implizite Shifts und SR Algorithmus
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e Endform nach urspriinglich von
Mehrmann/Bunse-Gerstner vorgestelltem Algorithmus

P Hiy  Hio
H= ~
[ 0 Ho }

e Diagonalelemente von H,1 sind reelle Eigenwerte mit

negativem Realteil oder
eine Matrix A mit den Eigenwerten —\ und —pu

o reelle Eigenvektoren direkt ablesbar
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Bestimmung der Eigenvektoren
Implizite Shifts und SR Algorithmus

e Givenstransformation G (siehe LAPACK Routine
slanv2) transformiert A auf

— c
b —a |’
wobei —\ = —a + i3 und i3 = Vbc.
e Diagonalmatrix D erzwingt Gestalt

5 5]

]

oder
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Far Bestimmung der zweiten Halfte Eigenvektoren bieten
sich zwei Mdglichkeiten

o Inverse lteration, d.h. (H — pul)yk+1) = y (k)
e Bestimmung mittels Schur-ahnlicher Form
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I:

13

'EI11
0 T
0

OoOT® C©
TS
w
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e Hauptaufwand in Berechnung von
(H — phytkst) = ytk),
e Schwache Besetzungsstruktur hilft bei LU

NN N

o Lésen Lw = y(®) und dann Ry(kt1) = w
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Hi1 u His
L 0 u v’
Impliziter ~
0 0 F

Abbruchkriterien

o Losen (Hyy — pl)w = —u, wobei pu & o(Hyy)
e Haben zum Eigenwert 1. Eigenvektor
w

x=S| 1
0
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Symplektischer

‘Lan‘czisa\gomhmus . I:In [U1 U2] FI14 o B @
i Fi=| 0 & [mw |.ac {[ a ] ’ [
Algorithmus L

0 0 Hyq
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H=

e Ziel ist

Fiy
0
0

[ugu2]

Schur-ahnliche Form fir

komplexe Eigenwerte
Implizite Shifts und SR Algorithmus

A

H

0

Fiq
[vs va]”
Haa

Ay
0
0
0

1

Fir komplexe Eigenwerte

ES{E

iy
a+iB

0

0

U

0
a— i3

0
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Q—[_i 1.]oder0—[i 1.]
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Abbruchkriterien

(i1 = Aywy =~y und (Hyy — plyws = i

liefert Eigenvektoren
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Der unsymmetrische
Lanczosalgorithmus

Definition
Der unsymmetrische Lanczosprozess wird durch die
folgenden Gleichungen beschrieben,

APy = Py Tk + Bk 1Prks1€f
ATQ = QT + Y1184 s

Fiir viele Matrizen kann die Berechnung mit AT umgangen
werden.
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Der symplektische
Lanczosalgorithmus

e Folge von Matrizen

2n,2k
SP

= [v1, Wy, Vo, W, ..

- Vi, W] €

R2M2k



Implicit
Restarted
Symplectic

Lanczos Der symplektische
Martin Stoll .
Lanczosalgorithmus

Grundlegende
Definitionen

SR Algorithmus

Folge von Matrizen

2n,2k 2n,2k

S22k — ’
b [vi, Wi, vo, Wa, ... Vie, W] € RTE,
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Geniigen der Lanczosrekursion

2n,2k 2n.2k 12k 2k T
HpSp = Sp Hp + Ck1 Vk+1E2k-
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» — )
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Geniigen der Lanczosrekursion
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2n2k  «2n,2k p2k.2k T
HoSp™ " = Sp™ " Hp™ ™" + et Vi1 €2

e Spaltenweise Betrachtung
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Grundlegende .. .
o Dabei gilt fir ungerade Spalten

HpVm41 = Om1Vme1 + Umpt Wingd

Unsymmetrischer <:,>
Lancz thmus
Bt VnitWmet = HpVmit = Omia Vi
= Wm+

Abbruchkriterien

o fUr die geraden Spalten zeigt sich

HpWm = (mVYm—1+ BmVYm — 0mWm + Cm+1Vms1
<
Cmt1Vmt1 = HoWm — (mVim—1 — BmVm + dmWn

= Vmti
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Bestimmung der Parameter

Der symplektische Lanczosalgorithmus

Bestimmung der Parameter der Hamiltonischen Matrix
(it = Vmiilla und vt = Vi JpHoVimyt.
e Symplektizitat liefert

e ) ist frei zu wahlen, beispielsweise 6, = 1 oder
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Implicit Restarted Symplectic
Lanczosalgorithmus

Beispiel mit Quadrupelshift
o H SZn 2m SZn 2mH2m 2m
P
o (FBB™ — pil)(FB™ + il ) (3™ + i D) (FE™ + i) =
s gt
e p

.
+ Cmt1Vme165p
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Beispiel mit Quadrupelshift

2n,2m 2n,2m ;2m,2m T
° HpS S H + Cmt1Vme165,

. (Hf,m - uil)(HS’" + u,-/)(H,S’" + Hit1 /)(F’Sm + pivl) =

sYR{)

Lanczosalgorithmus

Impliziter 2n,2m 2n.2m ;2m,2m X N i
i . HpS S Hp + Cm1 Vim1 egmsp, mit

Abbruchkriterien 2n,2m 2n, 2m 2m2m _ o—1[j2m2m
gnem _ gnamg und FRmAT _ g1 femems
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Implicit Restarted Symplectic
Lanczosalgorithmus
Beispiel mit Quadrupelshift
° HpSZn 2m S2n 2mH2m 2m + Cm+1 Vm+1 esz
o (™ — pil)(HE™ + pil)(HE™ + it ) (FE™ + i) =
Sme
. HpSZn 2m SZn 2mH2m 2m + 5m+1 \V/m+1~egm8p, mit
e Residuenterm

T T T
Cm1 Vet (52m,2m—4q92m,4q + S2m,2m—3q€2m—3q + ...+ 52m,2m92m)
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Implicit Restarted Symplectic
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Beispiel mit Quadrupelshift

H S2n 2m
P

S2n 2mH2m 2m

.
+ Cm+1Vm+16py

(Hgm — u;l)(HSm + u,-l)(H,%’" + it /)(/lem + pivl) =

S RO

HpSZn 2m
2n,2m
Sp

SZn 2mH2m 2m

Residuenterm

+ Cmt1Vm1 egmsp, mit
_ @2n, 2m rj2m2m

—1 12m,2m
SP Hp SP

T T T
Cm1 Vet (52m,2m—4q92m,4q + S2m,2m—3q€2m—3q + ...+ 52m,2m92m)

“2n2k
HoSp ™" =

&2n,2K 2k 2k T
Sp T H + rxey
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Beispiel mit Quadrupelshift

2n,2m 2n,2m ;2m,2m T
HpSp =" = 5,7 Hp + Cmt1Vim+1€5p,

(FE™ — il (™ + i) (FB™ -+ i N(HE™ + i 1) =
Sl()')F»’(/)

Hps2n ,2m 82n 2mH2m am + 5m+1 Vmi egmsp’ mit
S;2>n 2m _ Sgn 2mSp nd Hsm,Zm _ 851 ,’_’ISm,ZmSp
Residuenterm

T T T
Cm1 Vet (52m,2m—4q92m,4q + S2m,2m—3q€2m—3q + ...+ 52m,2m92m)

&2n.2k _ &2n.2k ok 2k T

Residuum rx = (k41 Vi1 + Cmy1S2m,2k Vi1
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Implicit Restarted Symplectic Lanczosalgorithmus
2n,2n @2n2k _ Q2n2k [12k,2k | % AT
Haben H="<"S = S H + k€
e Wenn x = 272Ky dann gilt

[Hx — x| = |2,y (Ck Vi + Ckt+1S2m.2k Vicr1) ||

e ||E|| ist aussagekréftig, wenn (H — E)x = Ax
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Haben H2n,2n82n,2k — S2n,2ki:,2k,2k + ergk
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Implicit Restarted Symplectic Lanczosalgorithmus

e Wenn x = S272ky dann gilt

[Hx — x| = |2,y (Ck Vi + Ckt+1S2m.2k Vicr1) ||

e ||E|| ist aussagekraftig, wenn (H — E)x = Ax
e Sei H diagonalisierbar mit Hilfe von Y

Y—1 H2k,2ky _

—\

— Ak

A
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Abbruchkriterien

Implicit Restarted Symplectic Lanczosalgorithmus

e Es gilt HX = XA + el Y mit X = §2n2ky
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Implicit Restarted Symplectic Lanczosalgorithmus

o Esgilt HX = XA + el Y mit X = §2n2ky
e Spaltenweise Betrachtung liefert

Hx; = —XiXi + Yok, il
HXkvi = AiXivi + Vo k+iTk



Implicit
Restarted
Symplectic
Lanczos

Martin Stoll

Grundlegende
Definitionen

SR Algorithmus

Unsymmetrischer

hmus

Impliziter
symplektischer
Algorithmus

Abbruchkriterien
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Implicit Restarted Symplectic Lanczosalgorithmus

o Esgilt HX = XA + el Y mit X = §2n2ky
e Spaltenweise Betrachtung liefert
Hx;j = —X\iXi + Yok ifk

HxXgi = NiXkti + Yok k+iTk

o Abschatzung dank Eigentripel (—\;, X;, (Jxxk.i)")
(Niy Xkvis (%) T)

B arallil ek IF7 ]
Il = max { T e

AN . ;TJH
E\ |l = max { Yor killlTicll - |Yor.illITye }
1Ex|I = ma Dl 2 11l
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e Purging und Locking fur IRSL
e Untersuchungen zur Krylov Schur Form
e weitreichende numerische Tests
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