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(1+2)+(3+1)�*_T

Transitive

(1+2)+(3+1)�*3+(3+1)

Step

(1+2)+(3+1)�3+(3+1)

AddL

1+2�3

Addition

3+(3+1)�*_T

Transitive

3+(3+1)�*3+4

Step

3+(3+1)�3+4

AddR

3+1�4

Addition

3+4�*_T

Transitive

3+4�*7

Step

3+4�7

Addition

7�*_T
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(1+2)+(3+1)�*7

Transitive

(1+2)+(3+1)�*3+(3+1)

Step

(1+2)+(3+1)�3+(3+1)

AddL

1+2�3

Addition

3+(3+1)�*7

Transitive

3+(3+1)�*3+4

Step

3+(3+1)�3+4

AddR

3+1�4

Addition

3+4�*7

Transitive

3+4�*7

Step

3+4�7

Addition

7�*7

Identity
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let f=(λy•y)in f f 1�*_T

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

(λf•f f 1)(λy•y)�*_T

9���
� /4 9�
�� �	
������	� ���� ���
����	�=�

B� ��� �� ��� #
�� �	
������	� ����� � ��
 � �� �������� �
����
� � ���� �
�	 �9���
� /��

let f=(λy•y)in f f 1�*(λy•y)(λy•y)1

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

Step

Beta

(λf•f f 1)(λy•y)�(λy•y)(λy•y)1

(λf•f f 1)(λy•y)�*(λy•y)(λy•y)1
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let f=(λy•y)in f f 1�*_T

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

Transitive

(λf•f f 1)(λy•y)�*(λy•y)(λy•y)1

Step

(λf•f f 1)(λy•y)�(λy•y)(λy•y)1

Beta

(λy•y)(λy•y)1�*_T

(λf•f f 1)(λy•y)�*_T

9���
� G4 8	

��� ���	�� �	
������	� ���� ���
����	�;�

!� 9���
� G �� �	

��� ��� ��
���
 
������ $ ���� ��
� ������� �� ��� �	
������	� �
	��
��
���� �
����
� ��

G



let f=(λy•y)in f f 1�*_T

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

(λf•f f 1)(λy•y)�*_T

Transitive

(λf•f f 1)(λy•y)�*(λy•y)(λy•y)1

Step

(λf•f f 1)(λy•y)�(λy•y)(λy•y)1

Beta

(λy•y)(λy•y)1�*_T

Transitive

(λy•y)(λy•y)1�*(λy•y)1

Step

Rator

(λy•y)(λy•y)�λy•y

Beta

(λy•y)1�*_T

(λy•y)(λy•y)1�(λy•y)1
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let f=(λy•y)in f f 1�*1

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

(λf•f f 1)(λy•y)�*1

Transitive

(λf•f f 1)(λy•y)�*(λy•y)(λy•y)1

Step

(λf•f f 1)(λy•y)�(λy•y)(λy•y)1

Beta

Transitive

Step

(λy•y)(λy•y)1�(λy•y)1

Rator

Beta

(λy•y)1�*1

Step

(λy•y)1�1

Beta

(λy•y)(λy•y)1�*(λy•y)1

(λy•y)(λy•y)1�*1

(λy•y)(λy•y)�λy•y
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let f=(λy•y)in f f 1�*1

Transitive

let f=(λy•y)in f f 1�*(λf•f f 1)(λy•y)

Step

let f=(λy•y)in f f 1�(λf•f f 1)(λy•y)

Let

(λf•f f 1)(λy•y)�*1

Transitive

(λf•f f 1)(λy•y)�*(λy•y)(λy•y)1

Step

(λf•f f 1)(λy•y)�(λy•y)(λy•y)1

Beta

(λy•y)(λy•y)1�*1

Transitive

(λy•y)(λy•y)1�*(λy•y)1

Step

(λy•y)(λy•y)1�(λy•y)1

Rator

Beta

(λy•y)1�*1

Transitive

(λy•y)1�*1

Step

(λy•y)1�1

Beta

1�*1

Identity

(λy•y)(λy•y)�λy•y
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5: 6�* Addition, 

4: 3+3�* Beta 

3: (λx•x+x)3�* Rand,Add  

2: (λx•x+x)(1+2)�* Let 

1: let x=1+2 in x+x
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6: 6�* Addition, 

5: 3+3�* AddR,Add  

4: 3+(1+2)�* AddL,Add  

3: (1+2)+(1+2)�* Beta 

2: (λx•x+x)(1+2)�* Let 

1: let x=1+2 in x+x
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5: 

. . .

_T�*

4: (λf•f f)(λf•f f)�* Beta 

3: (λf•f f)(λf•f f)�* Beta 

2: (λg•g g)(λf•f f)�* Let 

1: let g=(λf•f f)in g g
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8: 

. . .

_T�*

7: (λb•2)((λf•f f)(λf•f f))�* Rand,Beta  

6: (λb•2)((λf•f f)(λf•f f))�* Rator,Beta 

5: (λa•(λb•a))2((λf•f f)(λf•f f))�* Beta 

4: (λk•k 2((λf•f f)(λf•f f)))(λa•(λb•a))�* Let 

3: �* Beta 

2: (λg•(let k=(λa•(λb•a))in k 2(g g)))(λf•f f)�* Let 

1: 

let k=(λa•(λb•a))in k 2((λf•f f)(λf•f f))

let g=(λf•f f)in(let k=(λa•(λb•a))in k 2(g g))
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7: 2�* Beta 

6: (λb•2)((λf•f f)(λf•f f))�* Rator,Beta 

5: (λa•(λb•a))2((λf•f f)(λf•f f))�* Beta 

4: (λk•k 2((λf•f f)(λf•f f)))(λa•(λb•a))�* Let 

3: let k=(λa•(λb•a))in k 2((λf•f f)(λf•f f))�* Beta 

2: (λg•(let k=(λa•(λb•a))in k 2(g g)))(λf•f f)�* Let 

1: let g=(λf•f f)in(let k=(λa•(λb•a))in k 2(g g))
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13 : let f=(λx•x)in f f 1�1 Block  1,2,3�12

12 : f f 1�1 Application  3,8,9,10�11

11 : x�1 Variable  10

10 : ��(x==1) Environment

9 : 1�1 Constant�0  3

8 : f f��λx•x,�	 Application  3,4,5,6�7

7 : x��λx•x,�	 Variable  6

6 : ��(x==�λx•x,�	) Environment

5 : f��λx•x,�	 Variable  3

4 : f��λx•x,�	 Variable  3

3 : ��(f==�λx•x,�	) Environment

2 : λx•x��λx•x,�	 Constant�2  1

1 : � Environment
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Transitive

_B�*�_E	_S�x:=3	��*_B

�x:=3	��*�_E	_S

9���
� :=4 ����
 �
����
� � ����,�

�x:=3	��*�_E	_S
Transitive

Step

_B�*�_E	_S

�x:=3	��_B

�x:=3	��*_B

9���
� :,4 ����
 �
�	 ����;�

�x:=3	��*�_E	_S
Transitive

Step

:=1

�x:=3	��*�
	(��(x==3))

�x:=3	���
	(��(x==3))

�
	(��(x==3))�*�_E	_S

9���
� :;4 ����
 40 �, ����:�

:,



�x:=3	��*�_E	_S
Transitive

�x:=3	��*�
	(��(x==3))
:=1�0,Update0

�
	(��(x==3))�*�_E	_S
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� ::4 ����
 ������� ���� ����
����� ������ ����)�
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7: �
	(��(y==7)�(x==7))�* :=1�0,Update1  

6: �x:=7	(��(y==7))�(x==4)�* :=0,Var 

5: �x:=y	(��(y==7))�(x==4)�* ;1 

4: �
;x:=y	((��(y==7))�(x==4))�* ;0,:=1 

3: �y:=7;x:=y	��(x==4)�* ;0,:=0 

2: �y:=4+3;x:=y	��(x==4)�* ;0,:=0 

1: �y:=x+3;x:=y	(��(x==4))

Providing
y NOTIN x
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20 : �
	(��(y==7)�(x==7))�* [Step]  13

19 : �x:=7	(��(y==7))�(x==4)�* [Step]  12

18 : �* [Step]  10

17 : �* [Step]  9

16 : �* [Step]  7

15 : �* [Step]  4

14 : 

13 : :=1  

12 : �x:=y	(��(y==7))�(x==4)��x:=7	(��(y==7))�(x==4) :=0  11

11 : �y	(��(y==7))�(x==4)��7	(��(y==7))�(x==4) Var  

10 : �
;x:=y	((��(y==7))�(x==4))��x:=y	(��(y==7))�(x==4) ;1  

9 : �y:=7;x:=y	��(x==4)��
;x:=y	((��(y==7))�(x==4)) ;0  8

8 : �y:=7	��(x==4)��
	((��(y==7))�(x==4)) :=1  

7 : �y:=4+3;x:=y	��(x==4)��y:=7;x:=y	��(x==4) ;0  6

6 : �y:=4+3	��(x==4)��y:=7	��(x==4) :=0  5

5 : �4+3	��(x==4)��7	��(x==4) Add  

4 : �y:=x+3;x:=y	(��(x==4))��y:=4+3;x:=y	��(x==4) ;0  3

3 : �y:=x+3	��(x==4)��y:=4+3	��(x==4) :=0  2

2 : �x+3	��(x==4)��4+3	��(x==4) +�2  1

1 : �x	��(x==4)��4	��(x==4) Var  

�y:=x+3;x:=y	(��(x==4))

�y:=4+3;x:=y	��(x==4)

�x:=7	(��(y==7))�(x==4)��
	(��(y==7)�(x==7))

�y:=7;x:=y	��(x==4)

�
;x:=y	((��(y==7))�(x==4))

�x:=y	(��(y==7))�(x==4)

Providing
y NOTIN x

9���
� :@4 � �	
����� �	
������	�� ���� <����#����	�� ����(�

7 : 

. . .

�_E	_S�*

6 : �y:=_E�3+3;x:=y	_S�1�*  4

5 : �y:=x+3;x:=y	(��(x==4))

4 : ;0  3

3 : �y:=x+3	��(x==4)��y:=_E�3+3	_S�1 :=0  2

2 : �x+3	��(x==4)��_E�3+3	_S�1 +�2  1

1 : 

. . .

�x	��(x==4)��_E�3	_S�1

�y:=x+3;x:=y	(��(x==4))��y:=_E�3+3;x:=y	_S�1

9���
� :(4 "�
�� ��	�� ���	 ��� �	
������	� ����/�
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 � ((y�3�x�4)�(a�3�b�4))b=4

�

 � (a�3�b�4)b=4

�

 � (b�4)b=4

Map�1

 � (a�3)b=


Map�2

 � 
�4=4

Select�1

 � (y�3�x�4)b=


�

 � (x�4)b=


Map�2

 � (y�3)b=


Map�2

 � 
�
=


Select�0

 � 
�4=4

Select�1

9���
� :/4 �� ����
	�
��� �		��� �
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 � ((y�3�x�4)�(a�3�b�4))y=3

�

 � (a�3�b�4)y=


�

 � (b�4)y=


Map�2

 � (a�3)y=


Map�2

 � 
�
=


Select�0

 � (y�3�x�4)y=3

�

 � (x�4)y=


Map�2

 � (y�3)y=3

Map�1

 � 3�
=3

Select�0

 � 3�
=3

Select�0
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