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Zusammenfassung Als eine ihrer wichtigsten theoretischen
Grundlagen hat die Logik Bedeutung fir fast alle Bereiche
der Informatik. Wir wollen diese hier anhand der Bereiche
Datenbanken, automatische Verifikation und Komple-
xitatstheorie erldutern und dabei die Fragestellungen und
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Ergebnisse unserer beiden Dissertationen vorstellen.
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1 Einleitung

Als eine ihrer wichtigsten theore-
tischen Grundlagen hat die Logik
Bedeutung fiir fast alle Bereiche der
Informatik. Wir wollen dies hier an-
hand der Bereiche Datenbanken, Ve-
rifikation und Komplexititstheorie
erliutern und dabei einige Frage-
stellungen und Ergebnisse unserer
Dissertationen vorstellen.

FO: Die Logik erster Stufe

Als erstes stellen wir die Logik erster
Stufe (kurz: FO, nach der englischen
Bezeichnung first-order logic) an-
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hand eines Beispiels aus dem Daten-
bank-Kontext vor. In unserer Bei-
spiel-Datenbank sind die Personal-
daten eines Unternehmens gespei-
chert. Unter anderem gibt es eine
Relation Angestellte mit den At-
tributen Name und Abteilung und
eine Relation Unterabteilungen mit
den Attributen Abt und Unterabt.
In Bild 1 ist eine SQL-Anfrage ge-
geben, die die Namen aller Ange-
stellten sucht, die héchstens eine
Hierarchieebene unterhalb der Ab-
teilung “Finanzmanagement” tdtig
sind.

In FO lédsst sich diese Anfrage
durch die in Bild 2 dargestellte For-
mel ¢(n) formulieren. Fiir einen
Namen n besagt diese Formel, dass
es Strings a und u gibt, sodass (n,u)
ein Tupel der Angestellte-Relation
ist und u der String “Finanzmana-
gement” oder aber a der String “Fi-
nanzmanagement” und (a,u) ein
Tupel der Unterabteilungen-Rela-
tion ist. Das Symbol 3 dient also als
Existenzquantor, wihrend die Sym-
bole A und Vv fiir die logischen
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Summary As one of its most important foun-
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F.4.1 [Mathematical Logic]; F.3.1 [Specifying and Verifying and Reasoning about Programs]; H.2 [Database Ma-

Verkniipfungen ,und“ und ,oder
stehen.

Eine FO-Formel wird stets iiber
einer Struktur — in diesem Fall der
Datenbank — ausgewertet, die aus
einem Universum und konkreten
Belegungen (die Datenbankrelatio-
nen) der in der Formel benutzten
Relationssymbole besteht. In FO hat
man aufler den bereits erwidhnten
noch das Symbol — zur Nega-
tion logischer Aussagen zur Verfii-
gung.

Oft betrachtet man FO an Stelle
von SQL — einerseits, weil man mit
FO viele ,natiirliche® SQL-Anfra-
gen ausdriicken kann, und anderer-
seits, weil FO im Gegensatz zu SQL
eine sehr iiberschaubare und daher
mathematischen Methoden gut zu-
gangliche Syntax und Semantik hat.
Auflerdem wurde die Logik in der
Mathematik und Informatik auch
unabhingig vom Datenbank-Kon-
text bereits gut untersucht.

So wichtig FO auch ist, er-
weist sich doch ihre Ausdrucksstirke
fir viele Anwendungen als zu ge-




Bild 1 SELECT A.Name
$QL-Anfrage FROM Angestellte A, Unterabteilungen U

WHERE A.Abteilung = “Finanzmanagement”

OR (A.Abteilung = U.Unterabt AND U.Abt = “Finanzmanagement”)

Bild 2 —3a3 I e B
FO-Formel ¢(n) := 3a Ju Angestellte(n,u) A (u = “Finanzmanagement” v
zur Anfrage (a = "Finanzmanagement” A Unterabteilungen(a,u)) )
in Bild 1

ring. Daher behandeln beide hier
vorgestellten Dissertationen Erwei-
terungen von FO. In [1] geht es vor-
nehmlich um Erweiterungen durch
yrekursive Definitionen®, in [2] um
Erweiterungen zum ,Rechnen und
Zidhlen®,

Rechnen und Zihlen

In SQL sind arithmetische Opera-
tionen wie + und x méglich. Wenn
in unserer Beispiel-Datenbank eine
zusitzliche Relation Monatsgehalt
mit den Attributen Name und Ge-
halt vorkommt, konnte es von In-
teresse sein, das Jahresgehalt jedes
Mitarbeiters zu ermitteln. Die zuge-
horige SQL-Anfrage findet sich in
Bild 3, wo auch eine dazu iqui-
valente Formel angegeben ist. Fiir
einen Namen n und eine Zahl j
besagt die dortige Formel ¢(n,j),
dass j das 12-fache des Monats-
gehalts des Angestellten namens n
ist.

Wir schreiben FO(+, x) um an-
zudeuten, dass FO um die arith-
metischen Operationen + und x
erweitert wurde.

Eine andere wichtige SQL-Ope-
ration, die nicht ohne weiteres in FO
umgesetzt werden kann, ist die Ag-
gregatfunktion Count, mit der man
zum Beispiel zihlen kann, wie viele
Angestellte ein Monatsgehalt von

iiber 10000 Euro beziehen (siehe
Bild 4). Um diese Anfrage mit logi-
schen Formeln beschreiben zu kon-
nen, erweitern wir FO um einstellige
Zidhlquantoren der Form 3=". Die
Beispiel-Formel ¢(z) aus Bild 4 be-
sagt, dass es genau z viele Namen
n gibt, sodass das Monatsgehalt g
des Angestellten namens n grofler
als 10000 ist.

Die Erweiterung von FO um
einstellige Zihlquantoren bezeich-
nen wir mit FOunC.

Rekursive Definitionen

Eine andere Art von SQL-Abfra-
gen, die in FO nicht ausgedriickt
werden konnen, sind solche, die
auf Rekursion beruhen. Betrachten
wir dazu noch einmal die SQL-An-
frage aus Bild 1. Hier wurde nach
Mitarbeitern gefragt, die in einer
Abteilung hochstens eine Hierar-
chiestufe unterhalb des Finanzma-
nagements arbeiten. Mochte man
nun aber alle Mitarbeiter wissen,
die dem Finanzmanagement irgend-
wie unterstehen, so st63t FO hier
an Grenzen. Wenn man die ge-
naue Struktur der Unterabteilungen
kennt, insbesondere die Tiefe der
Hierarchie innerhalb der Finanzab-
teilung, kann man die Anfrage aus
Bild 1 natiirlich entsprechend er-
weitern, um alle Unterabteilungen

Bild 3 SELECT Name, Gehalt x 12
SQL-Anfrage FROM Monatsgehalt
und FO(x)-
Formel @(n,j) := 3g (j=g x 12) A Monatsgehalt(n,g)
Bild4 SELECT Count(*)
SQL-Anfrage FROM Monatsgehalt
und FOUnC(<)- | yWHERE Gehalt > 10000
Formel
@(2) := 37%n 3g (g > 10000) A Monatsgehalt(n,g)

explizit einzubeziehen. Bei tiefen
Hierarchien ist dies aber sehr miih-
sam und auflerdem sehr anfillig
gegeniiber Anderungen der Stru-
kur. Denkt man an Beispiele wie
Abstammungs- oder XML-Baume
mit zundchst unbestimmter Tiefe,
so scheitert FO hier. Aus diesem
Grunde wurde im SQL-99 Stan-
dard ein Konstrukt eingefiihrt, das
es erlaubt, Abfragen mittels Re-
kursion zu definieren. Bild 5 zeigt
eine SQL-Anweisung, die alle Mit-
arbeiter auswihlt, die in einer dem
Finanzmanagement untergliederten
Abteilung arbeiten. Dazu wird zu-
nichst rekursiv die Relation SubAbt
aufgebaut, indem beginnend mit
der Abteilung Finanzmanagement
schrittweise immer tiefere Unterab-
teilungen hinzugenommen werden.
Anschliefiend werden alle Angestell-
ten ausgewdhlt, die in einer Ab-
teilung aus der Relation SubAbt
arbeiten.

Rekursive Anfragen spielen vor
allem auch im Bereich moder-
ner XML-Datenbanken eine zen-
trale Rolle. Eine elegante Methode,
solche Anfragen logisch zu abstra-
hieren, stellen Fixpunktlogiken dar.
Sie erweitern FO um Konstrukte
zur Bildung von Fixpunkten, mit
denen rekursive Definitionen for-
muliert werden kénnen. Unter den
verschiedenen Arten von Fixpunk-
ten, die dabei verwendet werden,
spielen kleinste Fixpunkte mono-
toner Operatoren eine besondere
Rolle. So entsteht zum Beispiel die
kleinste Fixpunktlogik (LFP) aus der
Erweiterung von FO um kleinste
Fixpunktoperatoren. Als Beispiel sei
hier die LFP-Formel in Bild 6 ge-
nannt, die zur SQL-Anfrage in
Bild 5 #dquivalent ist. Hierbei defi-
niert der Teil ,,Ifp SubAbt(Abt) ...«
wie oben beschrieben die Relation
SubAbt.

2 Logiken mit Rekursion

Logiken wie LFP, die auf kleins-
ten Fixpunkten basieren, haben,
vor allem im algorithmischen Be-
reich, viele Vorteile, jedoch auch
eine Reihe von Schwichen. Insbe-
sondere sind sie meist vergleichs-
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Bild5 WITH RECURSIVE SubAbt(Abt)
Rekursive SQL- AS (
Anfrage. SELECT A.Abteilung
FROM Angestellte A
WHERE A.Abteilung = “Finanzmanagement”
UNION ALL
SELECT U.Unterabt
FROM SubAbt S, Unterabteilungen U
WHERE S.Abt = U.Abteilung
)
SELECT A.Name, S.Abt
FROM Angestellte A, SubAbt S
WHERE A.Abteilung = S.Abt
Bild 6 ¢(Name, Abt):= Angestellte(Name, Abt) A
LFP-Formel Ifp SubAbt(Abt): (Abt = “Finanzmanagement”) v
iZ:VB“’Z”;fage (3 Abt2 SubAbt(Abt2) A Unterabteilungen(Abt2, Abt) )

weise starken syntaktischen Ein-
schrainkungen unterworfen, die das
Schreiben solcher Formeln erschwe-
ren. Eine zweite, wichtige Art von
Fixpunkten, die diese syntaktischen
Einschrinkungen jedoch vermei-
den, sind die so genannten inflatio-
niren Fixpunkte, mit denen das re-
kursive, also stufenweise, Aufbauen
der Losungsrelation genau nachge-
bildet werden kann. So entsteht zum
Beispiel die inflationire Fixpunktlo-
gik (IFP) aus der Erweiterung von
FO um inflationire Fixpunkte.

Aus der Definition der Logiken
folgt sofort, dass LFP in IFP ent-
halten ist, dass also jede Formel aus
LFP zu einer in IFP dquivalent ist.
1986 konnten Gurevich und She-
lah zeigen, dass im Bereich endlicher
Strukturen LFP und IFP die gleiche
Ausdrucksstirke haben. Die Losung
nutzte jedoch spezielle Eigenschaf-
ten endlicher Strukturen und lief§
sich auf den allgemeinen Fall belie-
biger Strukturen nicht ohne weiteres
ibertragen. Und in der Tat zei-
gen sich wichtige Unterschiede im
Verhalten von LFP und IFP zwi-
schen endlichen und unendlichen
Strukturen. Dennoch konnte in [1]
gezeigt werden, dass auch im Fall
beliebiger Strukturen die Logiken
die gleiche Ausdrucksstirke haben.
Damit wurde dieses offene Problem
abschliefend geklirt.

3 Datenbanken
In raumlichen Datenbanken wer-
den Informationen iiber Objekte

im Raum gespeichert, zum Bei-
spiel ihre Position und Ausdehnung.
Ein typisches Beispiel solcher Da-
tenbanken sind geographische In-
formationssysteme (GIS), die unter
anderem Informationen iiber Land-
karten speichern. Fliisse oder Staa-
ten auf der Landkarte kann man sich
als Linien beziehungsweise Flichen
in der Ebene vorstellen. Eine Land-
karte ist also eine ,,Datenbank®, die
fiir jeden Staat und jeden Fluss eine
Relation enthilt, die aus denjeni-
gen Punkten in der Ebene besteht,
die auf der Karte zum jeweiligen
Staat beziehungsweise Fluss geho-
ren. Diese Sichtweise hat den Vor-
teil, dass man Anfragen auf na-
tiirliche Weise formulieren kann.
Beispielsweise kann die Anfrage,
ob der Fluss F durch den Staat
S flieft, in FO elegant durch die
Formel 3Ix 3y S(x,y) AF(x,y) ausge-
driickt werden, die fragt, ob S
und F einen gemeinsamen Punkt
(x,y) haben. Intern miissen die —
theoretisch unendlich grofien — Re-
lationen S und F natiirlich auf
endliche Weise reprisentiert sein.
Im Bereich der Constraint Daten-
banken wird dies dadurch reali-
siert, dass die Relationen durch
sie definierende Funktionen be-
ziehungsweise Formeln gespeichert
werden.

Abfragesprachen

Im Bereich ridumlicher Datenban-
ken spielen auf Rekursion be-
ruhende Datenbankanfragen, zum

Beispiel Erreichbarkeitsfragen, eine
wichtige Rolle. Daher liegt es nahe,
Logiken wie LFP als Basis von Ab-
fragesprachen zu verwenden. Wie
in [1] gezeigt wurde, fithrt der
naive Ansatz allerdings schon fiir
Logiken mit sehr einfachen Rekur-
sionskonstrukten zu unentscheidba-
ren Sprachen, also Sprachen, deren
Anfragen sich nicht mehr in end-
licher Zeit auswerten lassen. Als
Losung dieses Problems werden da-
her auf Fixpunktlogiken basierende
Sprachen vorgeschlagen, in denen
die Fixpunktoperatoren so einge-
schrinkt werden, dass man ver-
gleichsweise ausdrucksstarke Spra-
chen erhilt, die aber trotzdem noch
effizient ausgewertet werden kon-
nen.

Kollaps-Resultate

Fir eine Logik wie FO(<,+, x)
spricht man von einem Kollaps-
Resultat, falls alle relevanten darin
ausdriickbaren Anfragen bereits in
FO(<) ausgedriickt werden kon-
nen. Im Falle eines solchen Kol-
lapses kann man dem Nutzer zur
komfortableren Anfrage-Formulie-
rung erlauben, Rechen-Operationen
wie +, x zu verwenden, und dies
dann intern in eine effizient auszu-
wertende FO(<)-Anfrage umwan-
deln.

Von besonderem Interesse sind
hier die so genannten Ordnungs-ge-
nerischen Anfragen. In [2] wurde
mit Hilfe einer neu entwickelten,
Spiel-basierten Beweismethode, eine
Reihe von Kollaps-Resultaten fiir
solche Anfragen erzielt.

4 Komplexitatstheorie

In der Komplexititstheorie wird die
Schwierigkeit eines Problems durch
den Zeit- oder Platzbedarf gemes-
sen, der benotigt wird, um das
Problem auf einer idealisierten Re-
chenmaschine zu losen.

Charakterisierungen von
Komplexitatsklassen

Fagins bahnbrechende Arbeit von
1974 hat diese Berechnungskomple-
xitdt mit der Beschreibungskomple-
xitit in Verbindung gebracht: Er



Bild7

A
Einige Klas- P T LFP
sen und Lo- AC® = FO(+, %)
giken. TC® £ FOunC(+, x)

zeigte, dass ein Problem genau dann
in der Klasse NP liegt, wenn es
durch eine Formel der existentiel-
len Logik zweiter Stufe (X]) be-
schrieben werden kann. Mittlerweile
wurden die meisten Komplexitits-
klassen auf solch deskriptive Art
charakterisiert. Einige weitere Bei-
spiele finden sich in Bild 7.

Viele Komplexititsklassen las-
sen sich durch Fixpunktlogiken be-
schreiben. Da X keine Fixpunktlo-
gik ist, fillt sie aus diesem Rahmen
etwas heraus. Daher wurde in [1]
eine Fixpunktlogik eingefiihrt, de-
ren Ausdrucksstirke genau NP, und
damit X|, entspricht.

Trennung von Klassen

Ein seit langem ungelostes Problem
ist es, Komplexititsklassen (etwa P
und NP) voneinander zu trennen.
Ein prinzipieller Ansatz zum Beweis,
dass ein Problem nicht in einer be-
stimmten Komplexitatsklasse liegt,
besteht darin, zu zeigen, dass das
Problem nicht durch eine Formel
der zur Komplexititsklasse geho-
renden Logik beschrieben werden
kann. Da dies notorisch schwierig
ist, betrachtet man oft Teillogiken,
die zwar ausdrucksstark genug sind,
um interessante Probleme zu be-
schreiben, aber auch schwach genug
sind, um Nicht-Ausdriickbarkeits-
Beweise zuzulassen.

Ein Resultat aus [2] ist, dass die
Logik FO in der Presburger Arithme-
tik unter einstelligen Zahlquantoren
abgeschlossen ist. Mit Hilfe die-
ses Resultats ldsst sich dann relativ
leicht zeigen, dass Graph-Probleme
wie Zusammenhang oder Erreich-
barkeit nicht durch FOunC(+)-For-
meln beschrieben werden konnen,
also nicht zur entsprechenden Teil-
klasse der Schaltkreis-Komplexitits-
klasse TC? gehoren.

Crane Beach-Vermutung
Die Crane Beach-Vermutung ist eng
mit Kollaps-Resultaten aus der Da-

tenbanktheorie verwandt. Sie ist
nach dem Ort benannt, an dem sie
erstmals formuliert wurde: Crane
Beach, St. Philip, Barbados.

Die Vermutung bezieht sich auf
Wortsprachen (d.h. Mengen von
Strings) mit neutralem Buchstaben.
Ein neutraler Buchstabe ist ein
Buchstabe, der in einem String ein-
gefiigt oder geloscht werden kann,
ohne dass dies die Zugehorigkeit
beziehungsweise Nichtzugehorigkeit
des Strings zur Sprache dndert.

Fiir eine Liste A, zum Beispiel
»+, X von arithmetischen Ope-
rationen besagt die Crane Beach-
Vermutung, dass Wortsprachen mit
neutralem Buchstaben nur dann zur
A-uniformen Version der Schalt-
kreis-Komplexititsklasse AC® geho-
ren, wenn sie bereits sternfrei-re-
gulir sind. Ubersetzt in die Ter-
minologie von FO heiflt das, dass
Wortsprachen mit neutralem Buch-
staben, die mit FO(<,A)-Formeln
beschrieben werden konnen, auch
durch FO(<)-Formeln beschreibbar
sind.

In [2] wurden die Gultigkeit
beziehungsweise Widerlegung der
Crane Beach-Vermutung fiir unter-
schiedliche Wahlen von A und fiir
verschiedene Erweiterungen sowie
Teillogiken von FO nachgewiesen.
Dadurch wird der Vergleich von
Uniformititsmaflen fiir Schaltkreis-
Komplexititsklassen moglich.

5 Verifikation

Ziel der computerunterstiitzten Ve-
rifikation ist die Entwicklung mog-
lichst automatischer Verfahren zur
Uberpriifung, ob ein gegebener Pro-
zess, zum Beispiel ein Hard- oder
Softwaresystem, eine gewiinschte
Eigenschaft erfiillt. Ein besonders
fir die Hardwareverifikation er-
folgreiches Verfahren ist das so
genannte Model-Checking. Hierbei
wird der betrachtete Prozess zu-
nichst durch ein Transitionssys-
tem modelliert, dessen Knoten die
moglichen Zustinde des Prozesses
und dessen Kanten die durch Er-
eignisse ausgelosten Zustandsiiber-
ginge reprisentieren. Danach for-
muliert man die zu tberpriifende

Eigenschaft in einer Spezifikations-
sprache. Die Frage, ob die spezi-
fizierte Eigenschaft in dem Prozess
gilt, d.h. die Guiltigkeit der erhalte-
nen Formel in dem Transitionssys-
tem, wird dann automatisch tiber-
prift.

Mochte man wissen, ob ein Pro-
zess einen gewissen Fehlerzustand
einnehmen kann, braucht man na-
turlich Spezifikationssprachen, die
beliebig weit in die Zukunft se-
hen kénnen. Daher werden auch in
diesem Bereich Sprachen benutzt,
die auf Logiken mit Fixpunktope-
ratoren basieren. Neben den wich-
tigen Sprachen LTL und CTL ist
vor allem der modale p-Kalkiil,
eine auf kleinsten Fixpunkten basie-
rende Logik, im Verifikationsbereich
sehr gut untersucht worden. Eine
auf inflationdren Fixpunkten ba-
sierende Sprache wurde allerdings
bisher noch nicht betrachtet, ob-
schon gerade in diesem Bereich
die Moglichkeit, Aussagen leichter
formulieren zu koénnen, sehr inter-
essant wire. Eine solche Logik ist
daher in [1] eingefiihrt und unter-
sucht worden. Es zeigt sich, dass
hier die inflationdren Fixpunkte
eine sehr viel groflere Ausdrucks-
stairke bringen als kleinste Fix-
punkte. Dies wird allerdings erkauft
mit einer erheblich grofleren Kom-
plexitit der algorithmischen Pro-
bleme.
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