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V orw ort

Die Selbstlok alisation v on autonomen F ahrzeugen und Rob otern ist eine Problematik, mit

der sic h K onstrukteure solc her Systeme aus v ersc hiedenen Gründen b esc häftigen m üssen:

Un ter A utonomie v ersteh t man nic h t n ur die Fähigk eit, daÿ sic h ein F ahrzeug nac h ei-

ner Standortinitialisierung selbständig in einem abgegrenzten Gelände b ew egt. Es gehört

eb enso dazu, daÿ es diese anfänglic he P ositionsb estimm ung ohne fremde Hilfe durc hfüh-

ren k ann. Dab ei hat das autonome System zunäc hst meist k einerlei Information üb er den

aktuellen Standort auÿer einer Karte, in der das Gelände eingezeic hnet ist. Derartige Si-

tuationen treten nic h t n ur zu Beginn des Einsatzes eines Rob oters auf, sondern auc h nac h

tec hnisc hen Ausnahmesituationen, wie Stromausfällen o der einem V ersagen der Sensorik.

Selbst w enn das autonome System seinen Standort k enn t und n un b ei allen Bew e-

gungen die V eränderung der K o ordinaten seiner P osition protok olliert, sind nac h einer

gewissen Zeit groÿe Ab w eic h ungen des b erec hneten Standorts v om tatsäc hlic h zutre�en-

den mit den heutigen Mitteln der T ec hnik nic h t zu v erhindern. Durc h uneb ene o der w eic he

Bö den, ab er auc h Ungenauigk eiten im Bew egungsapparat des F ahrzeugs k omm t es un-

w eigerlic h zu einem Ab driften v on der b eabsic h tigten Bahn. Auc h dieses Problem k ann

durc h eine regelmäÿige Standort-Neub estimm ung zumindest gelindert w erden. Indiskuta-

b el ist jedenfalls der Eingri� eines Mensc hen in immer wiederk ehrenden Abständen, der

die P osition des Rob oters k orrigiert.

Zur Lok alisation gibt es v or allem zw ei w esen tlic he Grundric h tungen. Die eine Mög-

lic hk eit b en utzt Landmark en, d.h. Markierungen an Wänden o der auf dem Un tergrund,

die der Rob oter erk enn t und danac h seinen Kartenstandort ermitteln k ann. Die andere

V orgehensw eise b eton t mehr die Unabhängigk eit des Rob oters auc h v on derartigen Kenn-

zeic hn ungen des Geländes und un tersuc h t die Möglic hk eiten der Lok alisation aussc hlieÿlic h

anhand des sic h tbaren T eils der Umgebung.

Die v orliegende Diplomarb eit b ezieh t sic h auf die landmark enfreie Na vigation. Dazu

gibt es einen theoretisc hen Ansatz v on Guibas, Mot w ani und Ragha v an ([GMR95 ]), der

auf dem V ergleic h sogenann ter Sichtb arkeitsp olygone v om Rob oterstandort einerseits und

v on Kartenp ositionen andererseits b eruh t. Sobald dab ei eine Üb ereinstimm ung festge-

stellt wurde, ist ein Kartenstandort gefunden, der b ezüglic h des einseh baren Bereic hes als

P osition des Rob oters in F rage k omm t.

Dieser Ansatz stöÿt in der praktisc hen An w endung auf Sc h wierigk eiten. Dafür sind v or

allem die tec hnisc hen Möglic hk eiten der Aufzeic hn ung des Sic h tbark eitsp olygons v eran t-

w ortlic h. V erw endet man hierzu einen En tfern ungssensor irgendeiner Art (z.B. Laserscan-

ner), so gibt es nic h t n ur Meÿungenauigk eiten, sondern auc h das Problem einer b egrenz-

ten Au�ösung des Scan bildes, so daÿ man w eder präzise no c h v ollständige Information

üb er seine Umgebung erw arten k ann. Ein einfac her V ergleic h v on Sic h tbark eitsp olygonen

sc hlägt also fehl.
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iv V OR W OR T

Die Idee zur Bew ältigung dieser Sc h wierigk eiten stellen Distanzfunktionen dar, die die

Ähnlic hk eit zwisc hen einem Scan und einem aus der Karte extrahierten Sic h tbark eits-

p olygon b esc hreib en sollen. Das Bew ertungskriterium für einen Kartenstandort ist dann

nic h t mehr Iden tität, sondern n ur no c h Ähnlic hk eit zum realen Standort hinsic h tlic h des

sic h tbaren An teils der Szenerie.

In der v orliegenden Arb eit geh t es um die Anforderungen an Distanzfunktionen zwi-

sc hen P olygonen in diesem k onkreten K on text. Dazu w erden in einem einführenden Ka-

pitel zunäc hst Grundb egri�e erläutert und die b ereits zitierte Metho de v on Guibas et al.

zusammen mit ihren Problemen in der Praxis genauer v orgestellt.

Der Hauptteil der Arb eit liegt in Kapitel 2. Dort w erden zw ei Ansätze zur De�nition

v on Distanzfunktionen zwisc hen sternförmigen P olygonen (mit denen wir es hier stets

zu tun hab en) un tersuc h t, die in tensiv v on den Gegeb enheiten der Rob oterlok alisation

Gebrauc h mac hen. Neb en einer theoretisc hen Analyse der de�nierten Metrik en w erden

jew eils auc h Hin w eise zu deren Implemen tation gegeb en.

Kapitel 3 b esc hreibt Distanzfunktionen anderer Autoren, die sic h nic h t sp eziell auf

sternförmige P olygone b eziehen, ab er denno c h vielv ersprec hend ersc heinen. Es w erden ihre

Stärk en und Sc h w äc hen, auc h im V ergleic h mit den Distanzen aus Kapitel 2, un tersuc h t.

Nac hdem n un etlic he Ähnlic hk eitsfunktionen zwisc hen P olygonen angeführt wurden,

geh t es im absc hlieÿenden Kapitel 4 um eine Diskussion der Einsatzmöglic hk eiten in der

Praxis. Das V orgehen zur Lok alisation b eruh t nac h wie v or auf dem V erfahren v on Guibas

et al., w elc hes jedo c h für die Praxis stark üb erarb eitet w erden m uÿ. Ansc hlieÿend faÿt

dieses Kapitel einige Punkte zusammen, die bis dahin en t w eder nic h t angespro c hen wurden

o der o�engeblieb en sind.

Zu dieser Arb eit gehören auc h die Implemen tationen der b eiden Distanzen aus Kapi-

tel 2. Im Anhang A sind einige Beispiele für das V erhalten der Metrik en in v ersc hiedensten

Situationen aufgeführt, die die theoretisc hen Analysen b estätigen sollen. � Eb enfalls im

Anhang ist eine Ausw ahl v on Begri�en und Sym b olen v erzeic hnet, die möglic herw eise

nic h t dem üblic hen mathematisc hen W ortsc hatz angehören.

Dort sind jedo c h k eine allgemein b ek ann ten De�nitionen und Bezeic hn ungen en thalten.

Gleic hes gilt generell für Sac h v erhalte aus der Mathematik und der Geometrie, die im

Laufe dieser Arb eit zitiert w erden. Bew eise w erden bis auf w enige Ausnahmen n ur für die

hier en t wic k elten Zusammenhänge dargeb oten.

Zum Absc hluÿ sei an dieser Stelle allen gedankt, die mic h b ei der Anfertigung dieser

Diplomarb eit un terstützt und durc h sc h wierige Phasen hindurc h b egleitet hab en. Dazu

gehören in erster Linie meine b eiden Betreuer, Herr Prof. Hartm ut Noltemeier und Herr

Oliv er Karc h. Für die zahlreic hen V orsc hläge und Diskussionsangeb ote gilt mein Dank

w eiterhin Herrn Rik o Jacob, der ständig In teresse am F ortgang der Arb eiten b ekundet

hat.
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Kapitel 1

Einführung

1.1 Grundb egri�e

Die Sic h tbark eit v on Ob jekten ist üb erall da v on Bedeutung, w o es um das Wiederer-

k ennen einer b ek ann ten Umgebung (Szene) o der eines T eils da v on geh t. Diese ist zumeist

in F orm einer (zw eidimensionalen) Karte gegeb en, die alle Merkmale des Geländes in

v ereinfac h ter geometrisc her F orm darstellt. Dazu gehören zw ei Dinge:

a) der Rand der Szene. Dab ei handelt es sic h um eine Kurv e im Jordansc hen Sinne,

d.h. um einen gesc hlossenen, üb ersc hneidungsfreien, stetigen Kan tenzug.

b) die Hindernisse der Szene, d.h. die Repräsen tationen aller Ob jekte, die in einer

realen Umgebung als Gegenstände v orstellbar sind. Auc h hier nimm t man zunäc hst

Jordankurv en an.

Häu�g sind diese Kurv en in F orm geometrisc her Figuren gegeb en, z.B. Kreise für Säulen,

Rec h tec k e für Tisc he etc.

Die Hindernisse sind säm tlic h v ollständig im Inneren

1

der Randkurv e en thalten. Dar-

üb erhinaus sollen k eine zw ei Hindernisse einen inneren Punkt gemeinsam hab en, d.h. die

Hinderniskurv en sollen un tereinander üb ersc hneidungsfrei sein und sic h nic h t gegenseitig

en thalten.

2

Im folgenden wird der Begri� Objekt als Ob erb egri� für Rand(ob jekt) und

Hindernis(ob jekt) v erw endet.

Die Un tersc heidung zwisc hen Rand und Hindernissen ist not w endig, da diese Ob jekte

auf un tersc hiedlic he Art und W eise die Szene in zw ei Zonen ein teilen, und zw ar in den

F r eir aum ( fr e e sp ac e ) � das ist das Innere des Randes gesc hnitten mit dem Äuÿeren eines

jeden Hindernisses � und den Hindernisr aum ( obstacle sp ac e ) � das ist die V ereinigung

des Inneren aller Hindernisse.

3

Beide Zonen sind also b esc hränkt; der Hindernisraum ist

auÿerdem unzusammenhängend, falls mindestens zw ei Hindernisse v orhanden sind.

Die Ausw ahl v on Algorithmen, die auf solc hen Szenen arb eiten, hängt in erster Linie

v on der Art der Ob jekte ab. Da der praktisc he Hin tergrund auf dem Gebiet der Rob o-

terlok alisation v or allem Innenräume sind, z.B. in F abrikgebäuden, Krank enhäusern usw.,

1

Der Begri� �Inneres � ist hier nic h t im top ologisc h-mengen theoretisc hen, sondern im ansc haulic h-

geometrisc hen Sinne zu v erstehen.

2

Andernfalls spric h t man v on �Hindernissen mit Lö c hern � .

3

Die V erw endung der Begri�e Ä uÿer es und Inner es ist w egen der Besc hränkung auf Jordankurv en

durc h den Jor danschen Kurvensatz legitimiert.

1
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erho�t man sic h regelmäÿige und mathematisc h leic h t mo dellierbare Kurv en als Begren-

zungen der Ob jekte. Daher nimm t man zunäc hst �Primitiv�äc hen � aus der Geometrie

zur Besc hreibung v on Rand und Hindernissen an. Der üb eraus gröÿte An teil bisheriger

Ergebnisse b ezieh t sic h auf p olygonale Szenen , b ei denen also als Begrenzungskurv en n ur

(einfac he) P olygone zugelassen sind. Die v orliegende Diplomarb eit b ezieh t sic h eb enfalls

aussc hlieÿlic h auf diese Art v on Umgebungen. Bild 1.1 zeigt einen solc hen F all, in dem

sic h zw ei rec h tec kige Hindernisp olygone b erühren.

Abbildung 1.1: Eine p olygonale Szene. Der Hindernisraum ist sc h w arz gezeic hnet

1.2 Ein Ansatz für die Lok alisation

In diesem Absc hnitt soll die Besc häftigung mit Distanzfunktionen und Matc hingv erfahren

aus Sic h t der Rob oterlok alisation motiviert w erden.

Das L okalisationspr oblem in der algorithmisc hen Geometrie ist durc h folgende Aufga-

b enstellung de�niert:

4

Gegeb en ist die Karte einer Szene, wie sie in Kapitel 1.1 b esc hrieb en ist. Ein Beob-

ac h ter (in der Praxis z.B. ein Rob oter), der sic h im Besitz dieser Karte b e�ndet, hat n ur

die Information, daÿ sein aktueller Standort innerhalb des F reiraums dieser Szene liegt.

(Dies k ann zum Beispiel durc h V erlust aller Daten üb er die bisherige P ositionierung ge-

sc hehen sein, wie et w a nac h einem Stromausfall o der einem V ersagen der Sensorik.) Er

soll n un in einer ersten Phase seinen Standort in der Karte wiedererk ennen, ohne sic h zu

b ew egen, d.h. aussc hlieÿlic h anhand des aktuell sic h tbaren Bereic hes. Wie wir später im

Absc hnitt 1.2.2 no c h sehen w erden, ist das jedo c h in vielen Situationen nic h t eindeutig

möglic h. Daher sc hlieÿt sic h im F all mehrerer hyp othetischer Lösungen der ersten Phase

eine zw eite an, in der sic h der Beobac h ter gezielt auf T eile der Karte zub ew egen soll,

die mehr Sic h tbark eitsinformation als der augen blic klic he Standort liefern und daher die

Mehrdeutigk eiten aufzulösen helfen.

Dieser Ansatz ist v ollständig in dem Sinne, daÿ nac h gen ügend langen zurüc kgelegten

Erkundungsw egen stets eine eindeutige Lösung angegeb en w erden k ann: Hat der Beob-

4

Ausführlic he Besc hreibungen �nden sic h zum Beispiel in [GMR95], [Klb94 ] und [DR W95 ].
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ac h ter im Extremfall die gesam te Szene abgelaufen, so k enn t er die exakte P osition in der

Karte.

In dieser Diplomarb eit wird es aussc hlieÿlic h um die erste Phase gehen. Guibas, Mot-

w ani und Ragha v an stellen dazu in ihrer Arb eit [GMR95 ] ein V erfahren v or, das Aus-

gangspunkt für die Besc häftigung mit dem Thema w ar. Daher soll es im folgenden in

leic h t v ereinfac h ter F orm v orgestellt w erden.

1.2.1 Sic h tbark eitsp olygone und -sk elette

1.2.1.1 Begri�sklärungen

Zunäc hst w ollen wir den Begri� �sic h tbarer Bereic h � et w as näher b eleuc h ten. Darun ter v er-

steh t man die Menge aller Punkte, die v om gegeb enen Betrac h terstandpunkt aus sic h tbar

sind, d.h. für die die V erbindungsstrec k e zum Betrac h ter k eine Szenenk an te sc hneidet. Für

den F all, daÿ alle Ob jekte der Szene P olygone sind, ergibt sic h ein einfac her und wic h tiger

Zusammenhang:

Lemma 1.1 Für eine p olygonale Szene und einen b eliebigen Betr achterstandpunkt inner-

halb des F r eir aums ist die Fläche al ler sichtb ar en Punkte ein Polygon.

Zum Bew eis üb erprüft man, daÿ diese Fläc he b esc hränkt, zusammenhängend und gerad-

linig b egrenzt ist.

De�nition 1.2 (Sic h tbark eitsp olygon) Für eine p olygonale Szene und einen b eliebi-

gen Betr achterstandpunkt p innerhalb des F r eir aums heiÿt der sichtb ar e Ber eich Sicht-

b arkeitsp olygon von p und wir d mit V ( p ) b ezeichnet.

Daher k önnen auf den Sic h tb ereic h eines Beobac h ters, der ja zum Wiedererk ennen des

Standortes innerhalb der Karte dienen soll, P olygonalgorithmen angew endet w erden. Ab-

bildung 1.2 zeigt ein Sic h tbark eitsp olygon für die Szene aus Bild 1.1. Die P osition des

Beobac h ters ist durc h einen kleinen Kreis in der Mitte des Bildes gek ennzeic hnet.

Abbildung 1.2: Das Sic h tbark eitsp olygon eines Betrac h terstandpunktes

Wie im näc hsten Absc hnitt b esc hrieb en ist, wird zur Lösung des Lok alisationsproblems

no c h eine w eitere Grundstruktur b enötigt: Nac h [GMR95] lassen sic h die Kan ten des

Sic h tbark eitsp olygons in zw ei Klassen ein teilen:
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a) die ec h ten Kan ten. Sie sind (T eile v on) Kan ten der Szene, liegen also en t w eder auf

Kan ten v on Hindernisp olygonen o der auf Randp olygonk an ten.

b) die Sc heink an ten. Sie en tstehen durc h V erlängerung eines Sic h tstrahles v om Beob-

ac h ter durc h eine v erdec k ende Szenenec k e, bis dieser Strahl auf eine Szenenk an te

tri�t. Der Auftre�punkt mit der Kan te heiÿt Scheine cke .

Der Beobac h terstandpunkt ist also der gemeinsame Sc hnittpunkt aller Geraden en t-

lang der Sc heink an ten. In Abbildung 1.3(a) sind die Sc heink an ten des Sic h tbark eitsp oly-

gons gepunktet gezeic hnet, die Sc heinec k en sind v on einem Kreis umsc hlossen.

Sc heinec k en hab en die Eigensc haft, sic h auc h b ei n ur geringer V eränderung des Stand-

orts sofort zu v ersc hieb en. Ec h te Ec k en (Szenenec k en) hingegen v erändern nic h t ihre Lage

in der Karte; sie k önnen n ur v ersc h winden o der neu sic h tbar w erden. Letzteres gesc hieh t

nic h t k on tin uierlic h, sondern lediglic h b eim Üb ersc hreiten v on V er de ckungslinien , die v on

v erdec k enden Szenenec k en induziert w erden, und da v on gibt es n ur endlic h viele. Solange

die Beobac h terp osition in einem Bereic h v ariiert, in dem k eine solc he Linie üb ersc hritten

wird, sieh t der Beobac h ter immer die gleic hen Szenenec k en. Eb enso bleibt die angula-

re Ordn ung dieser Ec k en erhalten. Daher liegt es nahe, diese Ec k enfolge als P olygon zu

in terpretieren, w elc hes wir Skelettp olygon des Beobac h terstandorts nennen w ollen. Seine

Ec kpunkte sind also alle Ec k en des Sic h tbark eitsp olygons auÿer die Sc heinec k en, die durc h

neue, künstliche Kan ten üb erbrüc kt w erden.

Bild 1.3(b) zeigt das Sk elettp olygon zum neb enstehenden Sic h tbark eitsp olygon. Die

künstlic hen Kan ten sind gestric helt gezeic hnet. Die in Abbildung (a) daneb en eingekrei-

sten Sc heinec k en sind im Sk elett nic h t mehr v orhanden.

(a) (b)

Abbildung 1.3: Sic h tbark eitsp olygon (a) und zugehöriges Sk elett (b) (jew eils fett)

Nun ist ab er v on der Szenenk an te, auf der eine Sc heinec k e liegt, immerhin ein Stüc k

sic h tbar, so daÿ das v ollständige W eglassen dieser Kan te einen Informationsv erlust dar-

stellen würde. Daher v ersieh t man jede künstlic he Kan te mit der Gleic h ung der Geraden,

en tlang der die dahin terliegende Szenenk an te v erläuft. Diese Zusatzinformation heiÿt L ab el
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der künstlic hen Kan te. Sie v erändert sic h eb enfalls nic h t, solange k eine V erdec kungslinie

üb ersc hritten wird.

Die genann ten Bezeic hn ungen lassen sic h zusammenfassen zu der

De�nition 1.3 (Sic h tbark eitssk elett) Ge geb en seien eine p olygonale Szene und das

Sichtb arkeitsp olygon V ( p ) zu einem Be ob achterstandort p . Das Sichtb arkeitsskelett (zu

dem vor ge geb enen Sichtb arkeitsp olygon bzw. dem Standort) b esteht aus dem Skelettp olygon,

in dem je de künstliche Kante mit ihr em L ab el in F orm einer Ger adengleichung versehen

ist.

Die Bedeutung all dieser Strukturen wird in Kapitel 1.2.2 deutlic h, in dem ein Lok alisati-

onsalgorithm us v orgestellt wird. In v orliegender Diplomarb eit w erden allerdings P olygone

im V ordergrund stehen, so daÿ wir uns im folgenden auf den p olygonalen An teil des

Sk eletts b esc hränk en w erden und daher oft n ur das Sk elettp olygon meinen, w enn v om

Sic h tbark eitssk elett die Rede ist.

1.2.1.2 Eigensc haften

Im zw eiten T eil dieses Absc hnitts w erden zw ei wic h tige geometrisc he Charakteristik en v on

Sic h tbark eitsp olygon und -sk elett aufgeführt, die b ei der späteren Behandlung zum T eil

v on Bedeutung sind.

Zunäc hst zeigen die Abbildungen, daÿ w eder das P olygon no c h das Sk elett k on v ex zu

sein brauc hen. Vielmehr gilt zunäc hst folgender Zusammenhang:

Satz 1.4 Für Szenen ohne Hindernisse, d.h. mit einem al leinigen R andp olygon P , gilt:

Das Sichtb arkeitsp olygon V ( p ) eines Be ob achterstandortes p ist genau dann konvex, wenn

P selbst konvex ist.

Insb esondere hängt also die K on v exität der Sic h tbark eitsp olygone nic h t v on der Ausw ahl

eines Standortes ab.

Bew eis: Dazu b enötigen wir die aus der Geometrie b ek ann te T atsac he, daÿ ein P olygon

genau dann k on v ex ist, w enn jede seiner Ec k en k on v ex ist, d.h. der Innen wink el an jeder

Ec k e hö c hstens 180

�

b eträgt.

a) � ( = � : Ist P k on v ex, so ist v on p aus je der Punkt sic h tbar, d.h. es ist V ( p ) = P .

Also ist auc h V ( p ) k on v ex.

b) � = ) � : Sei n un P nic h t k on v ex. Ist V ( p ) = P , so ist auc h V ( p ) nic h t k on v ex, und

der Bew eis ist erbrac h t. Gelte n un V ( p ) 6= P . w egen V ( p ) � P (b etrac h tet als

Punktmengen der P olygon�äc hen) gibt es eine Kan te e v on V ( p ) , an der sic h V ( p )

und P nV ( p ) b erühren. Diese Kan te v erläuft also im Innern v on P und trenn t lok al

sic h tbaren und unsic h tbaren Bereic h.

Dies ist n ur für die Sc heink an ten des Sic h tbark eitsp olygons möglic h, da ec h te Kan ten

� der andere Kan ten t yp � nic h t im Innern der Szene v erlaufen, sondern auf dem

Rand. Sc heink an ten hab en stets genau eine v erdec k ende Szenenec k e als Endpunkt

(siehe Beginn dieses Absc hnitts). Eine solc he Ec k e ist jedo c h k onk a v (nic h tk on v ex):

Nac h auÿen geric h tete Ec k en k önnen nic h t v erdec k en, denn der Sic h tstrahl v on p

durc h diese Ec k e würde das Innere v on P v erlassen.
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Diese K onk a v ec k e u (in P ) ist auc h eine Ec k e in V ( p ) . Da v on p aus genau eine der

b eiden zu u adjazen ten Szenenk an ten sic h tbar ist (denn u ist eine V erdec kungsec k e),

ist u auc h eine K onk a v ec k e in V ( p ) . Somit ist auc h V ( p ) nic h t k on v ex.

2

Für Szenen mit mindestens einem Hindernis ist zunäc hst der Begri� der k on v exen/k on-

k a v en Ec k e zu v erallgemeinern:

De�nition 1.5 (Re�exec k e) Eine Ecke, die zum R andp olygon gehört und konkav ist

o der zu einem Hindernisp olygon gehört und konvex ist, heiÿt R e�exe cke o der r e�exe

Ecke .

Ansc haulic h gespro c hen, sind Re�exec k en genau die Ob jektec k en, die in Ric h tung des

F reiraums zeigen. Nur diese Ec k en k önnen für V erdec kungen v eran t w ortlic h sein.

Damit ist sic herlic h ein Sic h tbark eitsp olygon eines Punktes p genau dann k on v ex, w enn

v on p aus k eine Re�exec k e der Szene sic h tbar ist. Genau die Re�exec k en v erursac hen

nämlic h k onk a v e Ec k en im Sic h tbark eitsp olygon und mac hen dieses somit nic h tk on v ex.

Die folgende Argumen tation üb er die K on v exität des Sic h tbark eitsp olygons folgt der

Ric h tung � = ) � v on Satz 1.4. Der zugrundeliegende F reiraum für einen Beobac h ter soll

jetzt abkürzend mit S b ezeic hnet w erden. Der F all V ( p ) = S tritt hier nic h t auf, da

durc h jedes Hindernis einige Punkte der Sic h t des Beobac h ters en tzogen w erden. W egen

V ( p ) ( S existiert wieder eine Kan te v on V ( p ) , die an einem Ende durc h eine Re�exec k e

b egrenzt ist. Diese Ec k e v erursac h t in V ( p ) eine k onk a v e Ec k e und ist v eran t w ortlic h für

dessen Nic h t-K on v exität. Zusammenfassend ergibt sic h:

Satz 1.6 In einer Szene mit mindestens einem Hindernis ist das Sichtb arkeitsp olygon

eines je den Be ob achterstandortes nichtkonvex.

Die Eigensc haft der K on v exität steh t also nic h t zur V erfügung. Hingegen läÿt sic h

anhand der Bilder v erm uten und auc h aus der De�nition unmittelbar ableiten, daÿ das

Sic h tbark eitsp olygon sternförmig ist, und es liegt sogar ein Kernpunkt v or: der Beob-

ac h terstandort. Bild 1.3(b) legt selbiges auc h für das Sk elettp olygon nahe, ob w ohl es in

diesem F all nic h t so selbstv erständlic h ist. Es gilt jedo c h das allgemeinere

Lemma 1.7 Ge geb en seien ein Polygon P und ein Punkt p im Innern von P . Der Punkt

p ist genau dann ein Kernpunkt von P , wenn al le Eckpunkte des Polygons von p aus

sichtb ar sind.

Im F all unserer Sic h tbark eitssk elette sind tatsäc hlic h alle Ec kpunkte v om Beobac h ter-

standort aus sic h tbar, denn die neuen, künstlic hen Kan ten v erdec k en k eine (v orher) sic h t-

baren Szenenec k en; sie üb erbrüc k en allein Sc heinec k en. Somit v erdec k en diese Kan ten

k eine Sk elettec k en, da letztere niemals Sc heinec k en sind. � F assen wir also zusammen:

Satz 1.8 Für einen b eliebigen Be ob achterstandort q innerhalb des F r eir aums sind sowohl

das Sichtb arkeitsp olygon als auch das Skelettp olygon sternförmig, und q üb ernimmt in

b eiden Fäl len die R ol le eines Kernpunktes.



1.2. EIN ANSA TZ FÜR DIE LOKALISA TION 7

1.2.2 Skizze des Algorithm us'

In diesem T eilabsc hnitt wird der in [GMR95 ] v orgestellte Lok alisationsalgorithm us für p o-

lygonale Szenen grob demonstriert. Während wir bisher v on der P osition eines Betrac h ters

als Be ob achterstandort gespro c hen hab en, so soll in Zukunft meist v on einem A nfr agepunkt

die Rede sein, um deutlic h zu mac hen, daÿ es um die Lösung der Lok alisationsanfrage für

einen Rob oter geh t.

Das Grundprinzip der Lok alisation ist der V ergleic h des Sic h tbark eitsp olygons des Be-

trac h terstandortes

5

mit allen denkbaren Sic h tbark eitsp olygonen der Szene. W ann immer

ein Kartenpunkt einen Sic h tb ereic h der gleic hen p olygonalen F orm induziert, ist eine

Lösung gefunden. Wie sc hon w eiter v orne angemerkt, ist auf diese W eise der Standort

des Betrac h ters nic h t immer eindeutig b estimm bar: Man stelle sic h eine Galerie mit vie-

len iden tisc h aussehenden Seitenräumen und einigen Vitrinen im K orridor v or (Abbil-

dung 1.4). Ein Beobac h ter k ann die b eiden äuÿeren der Seitenräume un ter Umständen

nic h t v oneinander un tersc heiden, falls er sic h selbst in einem da v on b e�ndet, w eil sie die

exakt gleic he Sic h t in den K orridor bieten. Er k ann lediglic h die Lage relativ zu den Sei-

tenräumen diagnostizieren.

6

� Alle Lösungsstandorte des Algorithm us' hab en also dasselb e

Sic h tbark eitsp olygon.

Abbildung 1.4: Eine Szene mit Mehrdeutigk eiten

Nun k önnen freilic h nic h t alle Kartenstandorte auf das �passende � Sic h tbark eitsp olygon

abgetestet w erden: V erändert man die P osition in der Szene, so ändert sic h sofort auc h

das Sic h tbark eitsp olygon; es gibt also unendlic h viele v ersc hiedene solc he P olygone � die

Suc he m uÿ auf geeignete W eise diskretisiert w erden.

Die Idee hierfür wurde sc hon im Absc hnitt üb er die Sic h tbark eitssk elette geliefert:

Bei einer Standortv ariation ändern sic h das Sk elettp olygon und die Kan tenlab el n ur, falls

eine V erdec kungslinie üb ersc hritten wird. Deren Anzahl ist v on der Gröÿenordn ung O ( n

2

) ,

w enn n die Anzahl aller Ob jektec k en der Szene ist.

Zeic hnet man also alle V erdec kungslinien in die Karte ein, erhält man eine Zerlegung

in Zellen mit der wic h tigen Eigensc haft, daÿ innerhalb einer Zelle das Sic h tbark eitssk elett

für alle Standorte dasselb e ist. Man nenn t diese Zellen Sichtb arkeitszel len . In Bild 1.5 ist

5

In der Praxis k önn te dieses P olygon v on einer Sensorik des Rob oters geliefert w orden sein, die auf

Laserscanner-Daten zurüc kgreift.

6

Gleic h w ohl k ann man b ei einer �hinreic hend unregelmäÿigen � Szene mit einer eindeutigen An t w ort

auf die Lok alisationsanfrage rec hnen.
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die Sic h tbark eitszellenzerlegung des mittleren Aussc hnitts der Galerie in Abbildung 1.4

angegeb en. Die V erdec kungslinien sind dünn eingezeic hnet. Die b eiden markierten Punk-

te hab en dasselb e Sic h tbark eitssk elett, d.h. insb esondere sind v on da aus dieselb en Sze-

nenec k en (eingekreist) sic h tbar; für jeden Standort einer b eliebigen Nac h barzelle sind es

en t w eder mehr o der w eniger.

Abbildung 1.5: Eine Zerlegung in Sic h tbark eitszellen

Diese Zellenzerlegung ist die en tsc heidende Erk enn tnis für die geforderte Diskretisie-

rung der Standortsuc he in der Karte: Anstatt die Sic h tbark eitsp olygone der Kartenpunk-

te zum V ergleic h heranzuziehen, ermittelt man zunäc hst n ur die Zellen, deren (eindeutig

b estimm tes) Sic h tbark eitssk elett mit dem Sk elett des Beobac h terstandorts (�Anfragesk e-

lett � ) üb ereinstimm t. Dab ei m üssen neb en den Sk elettp olygonen und ihrer Kan ten t yp en

(ec h t/künstlic h) auc h die Lab el der künstlic hen Kan ten iden tisc h sein, und zw ar relativ

zu einem Bezugspunkt innerhalb des Sk eletts als K o ordinaten ursprung: Die absoluten K o-

ordinaten in einem globalen K o ordinatensystem der Karte sind freilic h v on Standort zu

Standort v ersc hieden und mac hen k einen Sinn, da der Rob oter ja nic h t � global sieh t � , son-

dern n ur relativ e Lageb ezieh ungen, wie En tfern ungen, ausmac hen k ann. � In Bild 1.4 ist

zum Beispiel der mittlere markierte Standort v on den b eiden äuÿeren aufgrund des Lab els

un tersc heidbar: Es ist viel w eiter v om Standort en tfern t als b ei den äuÿeren Räumen.

Nac h der Bestimm ung dieser �passenden Zellen � hat man ab er w eder irgendw elc he

Sic h tbark eits p olygone v erglic hen (die Sk elette geb en ja no c h k einen Aufsc hluÿ üb er den

Standort innerhalb der Zelle) no c h p oten tielle Lösungsp ositionen in der Karte gefunden.

Dazu ist folgender letzter Sc hritt nötig: Der Anfragepunkt q hat innerhalb des Anfragesk e-

letts eine feste relativ e Lage (die wieder mit Hilfe eines Bezugspunktes angegeb en w erden

k ann). Hat man eine passende Sic h tbark eitszelle C gefunden und bildet das Anfragesk elett

zusammen mit dem Anfragepunkt auf das iden tisc he Zellsk elett ab, so b ek omm t q eine

Kartenp osition p innerhalb des Zellsk eletts zugeordnet. Ob ab er p sogar innerhalb der

Zel le C liegt, ist o�en und mitv eran t w ortlic h dafür, ob mit p eine p oten tielle Lösung ge-

funden ist o der nic h t. Darüb er gibt folgender Satz Auskunft, der in et w as abgew andelter

F orm auc h in [GMR95 ] zu �nden ist:

Satz 1.9 Ge geb en seien ein A nfr agepunkt q und eine Sichtb arkeitszel le C mit p assendem

Skelett. Sei weiter p derjenige Kartenpunkt, auf den q b ei der Einb ettung des A nfr ageske-

letts an die Position des Skeletts der Zel le ab gebildet wir d. Dann gilt: p und q erzeugen
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genau dann dasselb e Sichtb arkeitsp olygon (und p ist eine L ösung der ersten Phase der R o-

b oterlokalisation), wenn die Zel le, in der p lie gt, eb enfal ls ein p assendes Skelett induziert.

Das ist insb esondere dann der F all, w enn p in C liegt. Gehört p jedo c h zu einer anderen

Zelle C

0

, so wird erst b ei der Behandlung dieser Zelle C

0

darüb er en tsc hieden, ob p eine

Lösung ist.

1.2.3 An w endungsasp ekte

Das V erfahren v on Guibas, Mot w ani und Ragha v an basiert auf einem V ergleic h v on Sic h t-

bark eitssk eletten der Sic h tbark eitszellen (Zellsk elette) mit dem Sk elett der Anfragep ositi-

on (Anfragesk elett). Während die Zellsk elette im Prepro cessing exakt b estimm t w erden,

m uÿ das Anfragesk elett mit geeigneten tec hnisc hen Mitteln b ei der Query gemessen w er-

den. V erw endet man dafür einen Laserscanner, so treten zw ei Arten v on Problemen auf:

Meÿungenauigk eiten: Die zurüc kgelieferten En tfern ungsw erte v om Rob oter bis zum

Auftre�punkt des Laserstrahls sind fehlerb ehaftet.

Diskretisierung: Auf der P eripherie des (theoretisc hen) Sic h tbark eitsp olygons w erden

n ur endlic h viele Punkte v om Laserstrahl getro�en, da die Strahlen stets in festen

Wink elinkremen ten ausgesendet w erden. Diese Wink elgröÿe und die En tfern ung des

Standorts v om Hindernis b estimmen die Dic h theit der Meÿpunkte und damit die

F einheit der Messung. Dies ist in Bild 1.6(a) zu erk ennen. Die Länge der eingezeic h-

neten Strahlen soll die gemessene fehlerb ehaftete En tfern ung repräsen tieren (die

auc h gröÿer sein k ann als die exakte Distanz).

Diese b eiden Punkte mac hen einen Einsatz des v orgestellten Lok alisationsv erfahrens in

der Praxis un ter exaktem Sk elettv ergleic h unmöglic h (siehe Abbildung 1.6(b)). Um die

Diskretisierung zu umgehen, k ann man zw ar die En tfern ungsw erte in Punkte umrec h-

nen und diese dann (gegeb enenfalls mittels Geradenappro ximation) zu einem P olygonzug

v erbinden. T rotzdem bleibt ab er die Gestalt der Szene im Wink elin terv all zwischen zw ei

ausgesendeten Laserstrahlen v erb orgen. Das aus dem Scan extrahierbare Sic h tbark eitsp o-

lygon ist daher stets n ur eine Näherung und läÿt sic h in der Karte nic h t exakt wieder�nden.

Aus diesen Gründen k ann der V ergleic h des Anfragesk eletts mit dem Zellsk elett n ur

näherungsw eise durc hgeführt w erden. Das motiviert den Einsatz einer Distanzfunktion,

der ein Scan und ein Sk elett üb ergeb en w erden und die als Ausgab e eine reelle Zahl lie-

fert, die in einem b estimm ten Sinne die Ähnlic hk eit der Eingab egröÿen b esc hreibt. Dab ei

sollte b erüc ksic h tigt w erden, daÿ sic h der Scan und das Sk elett in ihrer Qualität w esen t-

lic h un tersc heiden, z.B. hinsic h tlic h der Anzahl der Ec kpunkte und der prognostizierten

bzw. tatsäc hlic hen Genauigk eit. Als �passend � w erden dann diejenigen Sic h tbark eitszellen

b ezeic hnet, für die der Sk elett-Scan-Distanzw ert un ter einer b estimm ten Sc hrank e liegt

o der zu den k kleinsten gehört (für ein geeignetes k ).

Im Zusammenhang mit den Laser-Unzulänglic hk eiten stellt sic h die F rage, ob es Sinn

mac h t, im Prepro cessing für jede Sic h tbark eitszelle das Sk elett exakt zu b erec hnen und

auc h so zu sp eic hern. Dab ei en tstehen b ei k omplexen Szenen un ter Umständen sehr detail-

lierte Sk elette, die v om Laser so in k einem F all w ahrgenommen w erden k önnen. Es k önn te

also sinn v oll sein, in einem w eiteren Prepro cessing-Sc hritt Sk elette zu v ereinfac hen o der



10 KAPITEL 1. EINFÜHR UNG

(a)

realistisc her Rob oteridealer Rob oter

V ( p

0

)V ( p )

p

0

p

(b)

Abbildung 1.6: Ein Scan bild eines Szenenaussc hnitts (a); ein V ergleic h ideales � reales

Sic h tbark eitsp olygon (b)

sogar b enac h barte Sic h tbark eitszellen zu v ersc hmelzen, w enn sic h ihre Sk elette n ur w enig

un tersc heiden. Dies ist möglic h, w eil durc h den Einsatz v on Distanzfunktionen nic h t die

K ongruenz, sondern n ur die (in tuitiv e) Ähnlic hk eit v on Anfrage- und einem Zellsk elett

relativ zu anderen Zellsk eletten geprüft wird. In v orliegender Arb eit w erden derartige

Karten v ereinfac h ungen jedo c h nic h t b ehandelt; es wird immer v on den exakten Daten des

Prepro cessings ausgegangen.

Do c h die Ähnlic hk eitsfunktionen zwisc hen Scan und Sk elett bzw. allgemein zwisc hen

P olygonen m üssen no c h w eitere Aufgab en üb ernehmen, die sic h gut damit v erbinden

lassen. Sie b etre�en w eniger die Gestalt, sondern mehr die L age der P olygone und Sk elette:

Der Rob oter k ann mit einem Laser-Radar n ur relativ e Lageb ezieh ungen b estimmen.

Man k ann daher nic h t erw arten, daÿ die Ec k enk o ordinaten des Anfragesk eletts selbst im

F all der K ongruenz mit den (absoluten) K o ordinaten eines Zellsk eletts üb ereinstimmen.

Vielmehr geh t es im Algorithm us um eine k orrekte Ein b ettung des Anfragesk eletts in die

Karte (siehe z.B. Satz 1.9). Diese V orstellung en tspric h t formal dem (b eliebigen) V ersc hie-

b en eines P olygons, so daÿ die Ähnlic hk eitsfunktion tr anslationsinvariant sein m uÿ.

Ein P olygon zeic hnet sic h ab er auc h durc h eine Orien tierung aus: Möglic herw eise un-

tersc heidet sic h ein Zellsk elett v om k ongruen ten Anfragesk elett n ur durc h eine Rotation.

Ob diese zu ignorieren ist, d.h. ob auc h b eliebige Dreh ungen der Eingab ep olygone ohne

Ein�uÿ auf das Ergebnis des V ergleic hs sein sollen, hängt da v on ab, ob der Rob oter einen

K ompaÿ b esitzt. F alls ja, so k ann man festlegen, daÿ nac h jeder Scan-Aufnahme das P o-

lygon um den Wink el gedreh t wird, um den die Blic kric h tung des Rob oters z.B. v on Nord

ab w eic h t. Die Zellsk elette aus dem Prepro cessing m üssen eb enfalls so gesp eic hert sein, als

w ären sie v om Rob oter mit dieser Blic kric h tung aufgenommen w orden. Erst nac h dieser

Einnordung des Anfragesk eletts wird es an die V ergleic hsfunktion üb ergeb en. Eine Sic h t-

bark eitszelle darf n ur dann als passend b ezeic hnet w erden, w enn ihr Sk elett aussc hlieÿlic h

durc h eine T ranslation auf das Anfragesk elett gut gen ug (in ob en b esc hrieb enem Sinne)

gematc h t w erden k ann: P oten tielle Lösungssk elette m üssen zum Anfragesk elett gleic hge-
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ric h tet sein.

Ohne K ompaÿ ist die Einnordung nic h t möglic h. Ein k ongruen tes Zellsk elett mit an-

derer Orien tierung als das Anfragesk elett m uÿ als Lösung zugelassen sein. V on der V er-

gleic hsfunktion v erlangt man R otationsinvarianz . Die K onsequenz ist, daÿ durc h die feh-

lende Komp aÿvor aussetzung im allgemeinen mehr Standortk andidaten v om Lok alisations-

algorithm us zurüc kgeliefert w erden.

Skalierungen (zen trisc he Strec kungen) v on P olygonen sollen nac h Möglic hk eit v on der

V ergleic hsfunktion in jedem F all b erüc ksic h tigt w erden, da ein Laserscanner En tfern ungen

messen k ann. Un tersc hiedlic h � groÿe � P olygone und Sk elette sind v on ihm also immer

un tersc heidbar.

Zusammenfassend sind also folgende Eigensc haften einer V ergleic hsfunktion gefordert:

. Geringe Emp�ndlic hk eit gegen üb er Meÿfehlern und v errausc h ten Eingab edaten

(�Noise � )

. T ranslationsin v arianz

. Rotationsin v arianz, falls k ein K ompaÿ zur V erfügung steh t

. Sensitivität gegen üb er Sk alierungen

Selbst w enn man Distanzfunktionen gefunden hat, die allen diesen Anforderungen

gen ügen, gibt es no c h etlic he Sc h wierigk eiten b ei der An w endung des V erfahrens in der

Praxis. Dies wird eingehend in Kapitel 4.1 am Ende dieser Arb eit b esc hrieb en, w enn einige

Erk enn tnisse üb er Eigensc haften v ersc hiedener Ähnlic hk eitsfunktionen v orliegen.

1.3 Morphologisc he V erfahren im Üb erblic k

Im Absc hnitt 1.2.3 wurden einige Probleme genann t, die im Zusammenhang mit prak-

tisc hen An w endungen des zuv or v orgestellten Ansatzes auftreten. Für die Bew ältigung

derartiger Sc h wierigk eiten steh t eine Reihe v on V erfahren zur V erfügung, die in diesem

Absc hnitt in einer Üb ersic h t v orgestellt w erden sollen. Ähnlic hk eitsmaÿe bilden die Grund-

lage fast aller dieser V erfahren. Deshalb wird zuv or ihre De�nition et w as ausführlic her

b ehandelt.

1.3.1 Geometrisc he T ransformationen

Zu Anfang ist genau festzulegen, w as für Manipulationen auf w elc hen Ob jekten zugelassen

sind:

Objekte k önnen allgemein auf zw ei Arten angegeb en sein: einmal in einer unstruktu-

rierten F orm als Punktmengen, zum Beispiel

�

x 2 R

2

: d

2

( x; p ) � 50
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für irgendeinen Punkt p . Normalerw eise liefern Scanner und andere mit �Sinnesorganen �

ausgestattete tec hnisc he Geräte T eile solc her Punktmengen (z.B. die Auftre�punkte ei-

nes Laserstrahls) als Besc hreibung der Um w elt, die sie w ahrgenommen hab en. Aufgab e

eines Merkmalsinterpr eters o der - extr ahier ers ist es dann, diese Meÿpunkt w olk en in die

zw eite F orm der Besc hreibung v on Ob jekten zu üb erführen: in eine strukturierte F orm, in

der Ob jekte nic h t aussc hlieÿlic h quan titativ, sondern auc h qualitativ durc h Angab e ihrer

Eigensc haften b esc hrieb en w erden. Zum Beispiel v on ob en paÿt die Angab e

Kr eis um p mit R adius 50 .

Solc he Angab en sind v or allem geometrisc he F ormen, wie P olygone o der Ellipsen, zusam-

mengesetzte Figuren, Kurv en stetiger F unktionen u.v.m.

Gleic h w ohl gibt es für jedes geometrisc he Ob jekt eine Darstellung als Punktmenge.

Das ist wic h tig für die theoretisc he Behandlung v on Ob jekten, da viele Aussagen F orm u-

lierungen üb er Punktmengen sind.

T r ansformationen sind ganz allgemein Abbildungen t : O � ! O , w ob ei O für die ob en

b esc hrieb ene zulässige Menge v on Ob jekten steh t. Man k ann sie ein teilen anhand der Art

und W eise, wie sie auf Ob jekte wirk en:

De�nition 1.10 (Euklidisc he T ransformation) T r ansformationen, unter denen das

Bild zum Urbild kongruent ist, heiÿen Euklidische o der starr e T r ansformationen.

Euklidisc he T ransformationen v erändern also aussc hlieÿlic h die Lage eines Ob jektes. Das

tri�t zum Beispiel zu für T ranslationen (V ersc hiebungen), Rotationen (Dreh ungen), Re-

�exionen (Spiegelungen) o der säm tlic he K om binationen aus diesen Grundop erationen. Im

Gegensatz dazu v erändert eine Sk alierung (d.h. eine zen trisc he Strec kung) die � Gröÿe �

eines Ob jektes. Für ein P olygon b eläÿt sie jedo c h die V erhältnisse der Seiten zueinander

so wie säm tlic he Innen wink el un v erändert. Man erhält nac h der An w endung einer solc hen

Op eration also ähnliche Ob jekte und v erallgemeinert daher ob enstehende De�nition zu:

De�nition 1.11 (Ähnlic hk eitstransformation) T r ansformationen, die ein Objekt auf

ein (im str eng ge ometrischen Sinne) ähnliches Objekt abbilden, heiÿen Ä hnlichkeit-

str ansformationen .

Sie v erändern Lage und Gröÿe eines Ob jektes, ab er � ansc haulic h gespro c hen � nic h t

dessen F orm und sind aus Euklidisc hen T ransformationen und Sk alierungen zusammen-

gesetzt. Die zugehörigen Abbildungen t : O � ! O lassen sic h algebraisc h durc h V ektor-

addition, Sk alarm ultiplik atio n und Matrixm ultiplik ation (Drehmatrizen) ausdrüc k en.

Viele in der Praxis v ork ommende T ransformationen b esitzen eine n ützlic he Eigen-

sc haft, die wir desöfteren b enötigen w erden:

De�nition 1.12 (umk ehrbare T ransformation) Eine T r ansformation t 2 T heiÿt

umkehrb ar (in T ), wenn es eine T r ansformation t

� 1

2 T gibt, so daÿ gilt:

8

A 2O

t

� 1

( t ( A )) ist identisch mit A:

Das tri�t zum Beispiel zu für Rotationen, T ranslationen und Sk alierungen, mit denen wir

uns hauptsäc hlic h b esc häftigen w erden.
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1.3.2 Distanz- und Ähnlic hk eitsfunktionen

Un ter einer Distanzfunktion v erstehen wir eine Abbildung d : O

2

� ! R , die wie üblic h

jedem P aar ( A; B ) v on Ob jekten eine reelle Zahl zuordnet mit den Minimaleigensc haften

8 A; B 2 O : d ( A; B ) � 0 (1.1)

8 A 2 O : d ( A; A ) = 0 (1.2)

8 A; B 2 O : d ( A; B ) = d ( B ; A ) (1.3)

Zusammen mit der Iden titätseigensc haft (1.4) so wie der Dreiec ksungleic h ung (1.5) wird

aus der Distanzfunktion eine Metrik:

8 A; B 2 O : d ( A; B ) = 0 = ) A � B (1.4)

8 A; B ; C 2 O : d ( A; B ) + d ( B ; C ) � d ( A; C ) (1.5)

Bereits aus (1.2), (1.3) und (1.5) folgt die (sc h w ac he) Positivität (1.1), denn

8

A;B 2O

d ( A; B ) =

1

2

( d ( A; B ) + d ( B ; A )) �

1

2

d ( A; A ) = 0 :

Die F ormel A � B in (1.4) w eist hin auf den Un tersc hied zwisc hen Identität v on

Ob jekten (das ist die Üb ereinstimm ung ihrer Punktmengen in K o ordinaten) und deren

gleiche äuÿer e F orm (K ongruenz, Ähnlic hk eit). Er geh t auf die Erk enn tnis zurüc k, daÿ

En tfern ungen zur Mo dellierung v on Ähnlic hk eit not w endig, ab er unzureic hend sind, da

sie V ersc hiebungen und andere formerhaltende T ransformationen in unerwünsc h ter W eise

b erüc ksic h tigen. Daher wird no c h ein zw eites Maÿ b enötigt. Zunäc hst k önnen wir wie folgt

die �Aufgab e � v on Distanzfunktionen b esc hreib en:

V erein barung 1.13 (in tuitiv) Distanzfunktionen messen ausschlieÿlich Entfernungen

von Objekten. Die F ormel A � B b e deutet punktweise Identität der Mengendarstel lungen

von A und B , und wir sagen: A und B sind identisch.

So k ann zum Beispiel für eine umk ehrbare T ransformation t gesc hrieb en w erden (vgl.

De�nition 1.12): t

� 1

( t ( A )) � A .

Die Figuren in Abbildung 1.7(a) hab en einen v on Null v ersc hiedenen und mehr o der

w eniger deutlic hen Abstand, sind ab er k ongruen t.

Wie k ann n un die o�ensic h tlic he Ähnlic hk eit der b eiden Ob jekte in Abbildung 1.7(a)

b esc hrieb en w erden? Auc h hier mac h t die In tuition V orgab en für spätere De�nitionen:

Die F rage ist o�en bar, ob man durc h geeignete Manipulationen an den Ob jekten diese

ineinander üb erführen k ann, so daÿ sie ansc hlieÿend identisch sind in ob en b esc hrieb e-

nem Sinne, also üb ereinanderliegen. Das hängt in en tsc heidendem Maÿe da v on ab, w elc he

Manipulationen k onkret zugelassen sind. Geb en wir uns also eine Menge T v on T rans-

formationen v or, die auf Ob jekte zur F eststellung ihrer Ähnlic hk eit angew endet w erden

dürfen. In Bild 1.7(a) ist es allein durc h starre T ransformationen möglic h, die Figuren

exakt zur Dec kung zu bringen. Danac h hab en sie also den Abstand Null. Die P olygone in

Bild 1.7(b) sind hingegen durc h derartige Bew egungen nic h t ineinander üb erführbar; im

F all einer metrischen Distanzfunktion wird ihr Abstand immer p ositiv sein. Als Zusam-

menfassung halten wir fest:



14 KAPITEL 1. EINFÜHR UNG

(a) (b)

Abbildung 1.7: Sehr ähnlic he, ab er w eit en tfern te (a) und rec h t v ersc hiedene, ab er nah

b eieinanderliegende Ob jekte (b)

De�nition 1.14 (Ähnlic hk eitsfunktion) Sei T eine nichtle er e Menge von umkehr-

b ar en T r ansformationen. Eine A bbildung s : O

2

� ! R heiÿt Ä hnlichkeitsfunktion

(auf O ), wenn sie die folgenden Be dingungen erfül lt:

8 A; B 2 O : s ( A; B ) � 0 (1.6)

8 A; B 2 O : A und B sind dur ch T r ansformationen (1.7)

aus T ineinander üb erführb ar = ) s ( A; B ) = 0

8 A; B 2 O : s ( A; B ) = s ( B ; A ) (1.8)

Da die Umk ehrbark eit der T ransformationen aus T gefordert ist, ist es äquiv alen t, ob A

v ermöge der Op erationen in T in B üb erführbar ist o der umgek ehrt. Das rec h tfertigt die

Sc hreib w eise in (1.7).

Wie b ei Distanzfunktionen k ann man zusätzlic h die Umk ehrung v on (1.7) so wie eine

Dreiec ksungleic h ung fordern; dann k önn te man v on �metrik ähnlic hen Eigensc haften � der

Ähnlic hk eitsfunktion sprec hen.

Eine sp ezielle F orm v on Ähnlic hk eitsfunktionen ist folgendermaÿen gegeb en:

De�nition 1.15 (induzierte Ähnlic hk eitsfunktion) Seien T eine nichtle er e Menge

von T r ansformationen und d eine Distanzfunktion. Die A bbildung

s

d

: O

2

� ! R ; s

d

( A; B ) := inf

t

1

;t

2

2T

d ( t

1

( A ) ; t

2

( B ))

heiÿt die von d induzierte Ä hnlichkeitsfunktion .

Da die Menge T der T ransformationen meist in gröÿerem K on text v orgegeb en ist, soll sie

in der Bezeic hn ung der Ähnlic hk eitsfunktion nic h t explizit genann t w erden.

Bemerkungen zu De�nition 1.15.

1.) Für A; B 2 O ist die Menge

M := f d ( t

1

( A ) ; t

2

( B )) 2 R : t

1

; t

2

2 T g
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nic h t leer (da T 6= ; ) und durc h Null nac h un ten b esc hränkt, also existiert das in

der De�nition gebildete In�m um.

2.) Es k ann im allgemeinen nic h t durc h das Minim um ersetzt w erden, da min M nic h t

zu existieren brauc h t: Wählt man (als theoretisc hes Beispiel) O := R

2

, A := (1 ; 1) ,

B := ( � 2 ; � 2) , für d den Euklidisc hen Abstand v on Punkten und sc hlieÿlic h T als

die Menge aller Punktv ersc hiebungen, die nic h t die y -A c hse sc hneiden, die also

8

x;y 2 R

8

<

:

x > 0 ) t ( x; y ) 2 R

> 0

� R ;

x = 0 ) t ( x; y ) 2 f 0 g � R und

x < 0 ) t ( x; y ) 2 R

< 0

� R

erfüllen, dann gilt inf M = 0 =2 M , da die Punkte A und B durc h die y -A c hse

getrenn t sind.

3.) Die Abbildung s

d

ist tatsäc hlic h eine Ähnlic hk eitsfunktion im Sinne v on De�niti-

on 1.14, denn die geforderten Eigensc haften (1.6), (1.7) und (1.8) folgen auf triviale

W eise aus den Eigensc haften (1.1), (1.2) und (1.3) der Distanzfunktion d . Das gilt

nic h t allgemein für die Dreiec ksungleic h ung: Es lassen sic h leic h t �en tartete � T rans-

formationen wie in Bemerkung 2 de�nieren, die sie v erletzen, ob w ohl die Distanz-

funktion selbst ihr gen ügt. Gleic hes gilt für die Umk ehrung v on (1.7). Ein möglic her

Grund ist wiederum, daÿ das Minim um der Menge M nic h t existieren brauc h t und

daher inf M =2 M gelten k ann.

4.) In vielen Fällen wird s

d

einfac her in der F orm

s

0

d

( A; B ) = inf

t 2T

d ( t ( A ) ; B )

de�nierbar sein. Dies zerstört im allgemeinen jedo c h die Symmetrie: Betrac h ten wir

wieder das Beispiel aus Bemerkung 2. Hier gilt:

s

0

d

( A; B ) = inf

t 2T

d ( t ( A ) ; B ) = 2 ; s

0

d

( B ; A ) = inf

t 2T

d ( t ( B ) ; A ) = inf

t 2T

d ( A; t ( B )) = 1 :

Im übrigen sei gesagt, daÿ eine in tuitiv e Ähnlic hk eitsfunktion ein �Unähnlic hk eitsmaÿ �

sein sollte: Je gröÿer der W ert s ( A; B ) , desto unähnlic her w erden A und B sein. Wir w erden

trotzdem v om Ä hnlichkeitsmaÿ o der kurz v on der Ä hnlichkeit s ( A; B ) sprec hen, um diese

Zahl v on einer Entfernung d ( A; B ) abzugrenzen.

In der Literatur (z.B. in [A G96]) w erden solc he Ähnlic hk eitsabbildungen häu�g als

invariant unter den T r ansformationen T b ezeic hnet: Solange zw ei iden tisc he Ob jekte A

und B n ur v ermöge der Op erationen in T zu Bildern A

0

und B

0

b ew egt, v erform t etc.

w erden, gilt s ( A

0

; B

0

) = 0 . In Absc hnitt 1.2.3 wurde b egründet, daÿ F unktionen für den

V ergleic h v on Sic h tbark eitssk eletten translations- und ev en tuell auc h rotationsin v arian t

sein sollten.

Der Sinn dieses T eilabsc hnitts 1.3.2 w ar es, darauf hinzu w eisen, daÿ der Begri� �Di-

stanz � in v ersc hiedenen Bedeutungen gebrauc h t w erden k ann und daÿ man b ei Diskus-

sionen üb er Distanz- und Ähnlic hk eitsfunktionen stets wissen sollte, ob man gerade v on

einem (Euklidisc hen) Abstand o der einer Distanz im Sinne v on �Ähnlic hk eit � spric h t. Es
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hat sic h allerdings in der algorithmisc hen Geometrie nic h t durc hgesetzt, diese Begri�e

saub er zu trennen, sondern sic h auf die Eindeutigk eit des K on textes zu v erlassen. Daher

wird oft der Begri� �Distanzfunktion � auc h im Sinne einer Ähnlic hk eitsfunktion gebrauc h t

und damit die V erein barung 1.13 nic h t streng eingehalten.

1.3.3 Matc hing

Gegeb en sei eine feste Ähnlic hk eitsfunktion s . Aufgab e v on Matchingverfahr en ist es, zu

einer Ob jektmenge O und einem Ob jekt A =2 O dasjenige Ob jekt B aus O zu �nden, das

A am ähnlic hsten ist. Eb enso in teressiert dann das Ähnlic hk eitsmaÿ s ( A; B ) , d.h. gesuc h t

ist

min

B 2O

s ( A; B ) :

Zu Beginn v on Absc hnitt 1.3.1 wurde erläutert, daÿ Ob jekte auf zw ei v ersc hiedene Ar-

ten angegeb en w erden k önnen. Demgemäÿ un terteilt man die Matc hingv erfahren in zw ei

Grupp en: Beim Shap e-Matching liegen Ob jekte als geometrisc he Strukturen v or. In die-

sem F all k önnen andere V erfahren aus der Geometrie, z.B. P olygonalgorithmen, zu Hilfe

genommen w erden.

K omplizierter ist das Point-Pattern-Matching : Hier hat man es mit Ob jekten in F orm

(unstrukturierter) Punktmengen zu tun. Dann k ommen oft Sw eep-V erfahren, lineare Pro-

gramme und andere Algorithmen zur An w endung. Manc hmal k ann das Matc hing-Problem

auf eine Extrem w ertaufgab e zurüc kgeführt w erden. Das ist b esonders dann der F all, w enn

die gegeb ene Ähnlic hk eitsfunktion v on einer Distanzfunktion induziert ist; vgl. De�niti-

on 1.15.

Eine V arian te des Matc hings stellt sic h die Aufgab e, zu zw ei gegeb enen Ob jekten eine

F olge v on Ähnlic hk eitstransformationen anzugeb en, die das eine dem anderen möglic hst

ähnlic h mac hen. Ansc haulic h gespro c hen, soll das erste Ob jekt solange v ersc hob en, ge-

dreh t o der sk aliert w erden, bis es so üb er dem zw eiten liegt, daÿ ihr Abstand im Sinne

einer Distanzfunktion möglic hst klein ist. Auc h hierb ei ist der Zusammenhang zu Ähnlic h-

k eitsfunktionen deutlic h: Die F rage, wie gut sic h Ob jekte ineinander üb erführen lassen,

ist ein Maÿ für ihre Ähnlic hk eit. Umgek ehrt liefern �k omfortable � Ähnlic hk eitsfunktionen

Hin w eise darauf, wie ein möglic hst gutes Matc hen der Argumen te zu erfolgen hat: Be-

trac h ten wir wieder die De�nition 1.15. Dort w erden auf die Ob jekte A und B zuerst

Ähnlic hk eitstransformationen aus einer Menge T angew andt, b ev or eine Distanzfunktion

ihren v erblieb enen geometrisc hen Abstand miÿt. Die F olge jener T ransformationen k önn te

sic h auc h als Ausgab e eines Matc hingalgorithm us' eignen. In Kapitel 2 w erden Beispiele

für diese Gemeinsamk eiten genann t.

Allerdings sind die Anforderungen an Matc hingv erfahren im allgemeinen gröÿer als

die an Ähnlic hk eitsfunktionen in folgendem Sinne: Letztgenann te hab en lediglic h die V er-

p�ic h tung, in tuitiv e Ähnlic hk eit zu mo dellieren und dab ei möglic hst metrik ähnlic he Ei-

gensc haften zu hab en. Das läÿt no c h viele F reiheiten o�en, wie die zahlreic hen Ansätze

zur De�nition v on Ähnlic hk eitsfunktionen b ew eisen. Ein Matc hingalgorithm us m uÿ hin-

gegen genau angeb en, wie das Üb erführen der Ob jekte v or sic h gehen m uÿ, und dafür

gibt es oft n ur eine Möglic hk eit. Der Output ist also deutlic her v orherb estimm t, w ährend

die k onkrete Zahl, die zw ei P olygonen etc. als Ähnlic hk eitsmaÿ zugewiesen wird, immer

no c h relativ willkürlic h ist.
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In dieser Arb eit wird es um Matc hing-V erfahren gehen, w enn im Rahmen der Ro-

b oterlok alisation ein Anfragesk elett mit den Zellsk eletten einer Szene zu v ergleic hen und

möglic hst ähnlic he Sk elette zurüc kzuliefern sind.

1.3.4 Ein b ettung (Em b edding)

Gegeb en sei wiederum eine Ähnlic hk eitsfunktion u . W eiterhin liegen eine Szene S und ein

Anfrageob jekt A v or. Die F rage ist, ob es in S einen Aussc hnitt gibt, der A ähnlic h ist,

und w o sic h dieser gegeb enenfalls b e�ndet. Auÿerdem k önn te in teressieren, wie groÿ die

Ähnlic hk eit mit der Einb ettungsstel le ist. Diese k ann et w a als T eilmenge v on S angegeb en

w erden, so daÿ die formale Problemstellung lautet:

Bestimme min

S �S

u ( A; S ) :

Diese Aufgab e ist auc h als �partial Mapping � b ek ann t. Sie ist gewissermaÿen eine rea-

lere V arian te des Matc hings aus dem v origen Absc hnitt: Eine Umgebung ist nic h t v on

v orneherein geclustert in einzelne Ob jekte, sondern im sc hlimmsten F all als eine groÿe

Punktmenge gegeb en. Handelt es sic h jedo c h um eine Szene wie in Kapitel 1.1, so k ann

das Ein b ettungsproblem auf das des Matc hings zurüc kgeführt w erden. Dann brauc hen

nämlic h n ur die Einzelob jekte der Szene mit A v erglic hen w erden. Diese Situation liegt

zum Beispiel b ei der Anfrage im Lok alisationsalgorithm us v or. Im allgemeinen ist es mög-

lic h, daÿ das Anfrageob jekt zusammengesetzt ist und daher nic h t auf ein Ob jekt, sondern

auf eine K om bination aus mehreren Ob jekten der Szene abzubilden ist.

1.3.5 V ereinfac h ung (Simpli�cation)

Viele Meÿgeräte der Praxis, wie En tfern ungsmesser o der Scanner, liefern zu detaillierte

Daten zurüc k, die zudem mit Ungenauigk eiten b ehaftet sind. Andererseits k ann es sein,

daÿ reale Strukturen, z.B. im Bau w esen, in idealer F orm k onstruiert w aren und denno c h

winzige Unregelmäÿigk eiten aufw eisen, die et w a ein Laserscanner unerwünsc h terw eise er-

k enn t. Man denk e hier b eispielsw eise an eine W and, die in einer festen Höhe als gerade

Linie wiedergegeb en w erden soll. In Wirklic hk eit erhält man v om Scanner Punkte, die n ur

näherungsw eise auf einer Geraden liegen.

Wie sc hon früher angedeutet, m üssen n un Extraktionsprogramme diese Daten ausw er-

ten und dab ei in der Regel V ereinfac h ungen o der Appro ximationen durc hführen. F ormal

ist ein (k ompliziertes) Ob jekt A gegeb en und ein Katalog v on Bedingungen, die b ei der

V ereinfac h ung nic h t v erlorengehen dürfen. Gesuc h t ist ein �möglic hst einfac hes � Ob jekt

~

A ,

das (gerade no c h) die Bedingungen erfüllt.

�Möglic hst einfac h � k önn te b edeuten: w eniger Punkte (im F all einer Punkt w olk e), w e-

niger Ec k en (im F all eines P olygons), k on v ex (für eine �fast k on v exe � Figur), w eniger

Kan ten (im F all eines Graphen) etc. Die gestellten Bedingungen ergeb en sic h meist aus

der k onkreten An w endung bzw. daraus, daÿ laut zugrundeliegender Theorie n ur b estimm-

te Ob jekte in F rage k ommen. Beispiele dafür sind: Kan ten m üssen zwisc hen Hindernissen

hindurc h v erlaufen, Zusammenhangseigensc haft eines Graphen (b ei einer Kan tenreduzie-

rung) etc.

In der Rob oterlok alisation hat man es mit V ereinfac h ungen zu tun, w enn, wie in Ab-

sc hnitt 1.2.3 angedeutet, zu detaillierte (kleine) Sic h tbark eitszellen des Prepro cessings
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o der auc h ein mit Meÿpunkten üb erhäufter Scan auf das w esen tlic he zu reduzieren sind.

Das Ziel ist hierb ei eine V erringerung der praktisc hen K omplexität des Algorithm us'. Ab er

auc h die Reduktion des Sic h tbark eitsp olygons eines Kartenpunktes auf das Sic h tbark eits-

sk elett ist ein Beispiel einer (Struktur-)V ereinfac h ung. Die einzuhaltende Bedingung ist

hier, daÿ die Menge aller sic h tbaren Szenenec k en nic h t v erändert wird. Der genaue sic h t-

bare T eil einer teils v erdec kten Szenenk an te wird v ereinfac h t zur Gleic h ung der Geraden,

auf der die Kan te liegt ( L ab el ).

Eine formale Sp ezi�k ation dieses Problems ist sc h wierig; Bild 1.8 zeigt statt dessen ein

Beispiel.

Abbildung 1.8: V ereinfac h ung eines W eges durc h einen Hindernisraum

1.3.6 Morphing

Auc h b eim Morphing (� V erw andlung � ) ist es das Ziel, aus einem Ob jekt A ein Ob jekt

~

A

zu mac hen. Im Gegensatz zur V ereinfac h ung ist ab er hier das Zielob jekt

~

A k onkret v orge-

geb en. Dieses V erfahren k omm t zum Beispiel in der Filmindustrie und b ei Animationen

zur An w endung: Bew egungen v on T ric k�guren sind nic h ts anderes als V erw andlungen ei-

ner K örp erhaltung in eine andere b ei gleic hzeitiger V ersc hiebung der Figur. Dab ei m üssen

etlic he Zwisc henzustände angegeb en w erden, um eine �üssige Bew egung zu erreic hen. F or-

mal sind also zw ei Ob jekte A und

~

A so wie eine Menge T zulässiger Op erationen gegeb en;

gesuc h t ist eine F olge ( t

i

2 T )

n

i =2

v on T ransformationen und daraus resultierende Ob jekte

C

i

(1 � i � n ) mit

C

1

= A; C

i

= t

i

( C

i � 1

) (2 � i � n ) ; C

n

=

~

A:

Man erk enn t sofort einen Zusammenhang zu Ähnlic hk eitsfunktionen: Je ähnlic her A und

~

A sind, desto geringer wird der Aufw and zur Um w andlung v on A in

~

A sein. Nac h [A G96 ]

k önnen daher Morphing-T ec hnik en auc h zur De�nition v on Ähnlic hk eitsfunktionen b e-

n utzt w erden. Das Morphing un tersc heidet sic h v om Matc hing aus Kapitel 1.3.3 dadurc h,

daÿ die Menge zulässiger Ob jektmanipulationen a priori nic h t b esc hränkt ist.



Kapitel 2

Ähnlic hk eitsfunktionen für sternförmige

P olygone

In diesem Kapitel w erden k onkrete V erfahren v orgestellt, wie man die Ähnlic hk eit stern-

förmiger P olygone messen k ann. Dab ei ist stets auc h die F ragestellung zu un tersuc hen,

wie die sp eziellen Gegeb enheiten der Sic h tbark eitsp olygone und -sk elette bzw. der Ro-

b oterlok alisation üb erhaupt ausgen utzt w erden k önnen, um ein e�zien tes und qualitativ

brauc h bares V erfahren zu erhalten.

Das allgemeine Prinzip, Ähnlic hk eits- o der Distanzfunktionen für b estimm te (nic h t

not w endigerw eise mathematisc he) Ob jekte zu en t w erfen, läÿt sic h wie folgt c harakterisie-

ren:

Es existieren b ereits Abstandsb egri�e für die v ersc hiedensten Strukturen der Mathe-

matik, so et w a für Zahlen, Punkte der Euklidisc hen Eb ene, für Mengen o der für (stetige)

F unktionen. Daher v ersuc h t man, andere Ob jekte, wie zum Beispiel P olygone, in eine

Darstellung ob en genann ter Strukturen zu üb erführen, um ansc hlieÿend deren Ähnlic h-

k eit festzustellen.

Einige naiv e Möglic hk eiten, die n ur der V eransc haulic h ung des Prinzips dienen, sind

in T ab elle 2.1 aufgeführt. Un ter der �Ähnlic hk eit � v on Zahlen bzw. Punkten ist dab ei ihr

Di�erenzb etrag bzw. ihr Abstand zu v erstehen.

V erw endete Struktur P olygon repräsen tiert durc h : : :

Reelle Zahl seinen Fläc heninhalt

Punkt des R

2

seinen Sc h w erpunkt

Menge v on Punkten des R

2

seine Ec k enmenge

T ab elle 2.1: Un tersc hiedlic he P olygondarstellungen

Die Qualität einer auf diese W eise gew onnenen Ähnlic hk eitsfunktion für P olygone

wird in en tsc heidendem Maÿe da v on abhängen, wie sehr die gew ählte Darstellung auf die

Gestalt des P olygons und auf die Belange der An w endung Rüc ksic h t nimm t. Das ist b ei

der Repräsen tation durc h den Fläc heninhalt n ur sehr eingesc hränkt der F all. W esen tlic h

b essere Chancen hat man, w enn man die P olygone in eine funktionale Darstellung bringt,

wie im folgenden demonstriert wird.

19
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2.1 Ein Ansatz üb er innere Abstände

Wie in Kapitel 1 angedeutet, sollten Ähnlic hk eitsfunktionen, die in der Rob oterlok alisa-

tion angew endet w erden, translations- und rotationsunabhängig sein, d.h. P olygone ohne

Rüc ksic h t auf deren Lage v ergleic hen k önnen. Wir de�nieren daher T als die Menge aller

T ranslationen en tlang b eliebiger V ektoren so wie aller Rotationen um b eliebige Punkte

und Wink el in der Eb ene. Im Sinne v on Kapitel 1.3.2 suc hen wir n un formal nac h einer

Ähnlic hk eitsfunktion s der Gestalt

s ( A ; B ) := inf

t

1

;t

2

2T

d ( t

1

( A ) ; t

2

( B )) :

2.1.1 Die P olark o ordinatenfunktion

Die Sic h tbark eitsp olygone und -sk elette, die b ei der Rob oterlok alisation auftreten, sind

sternförmig und liefern mit dem Anfragepunkt p auc h gleic h einen Kernpunkt mit. Der

Laser-Radar b efand sic h b ei der Gewinn ung dieser P olygone an der Stelle p und hat in

regelmäÿigen Wink elabständen v on 0

�

bis 360

�

die En tfern ung zum Auftre�punkt des

Laserstrahles gemessen. Da der Strahl stets auf genau einen Punkt der Szene tri�t (abge-

sehen v on dem F all zu geringer Reic h w eite, in dem gar k eine Auftre�en tfern ung v orliegt),

wird so jedem Wink el im In terv all [0 ; 2 � ] eindeutig eine reelle Zahl als En tfern ung zuge-

ordnet. Dies legt die Betrac h tung als F unktion nahe und ergibt damit eine funktionale

Darstellung v on sternförmigen P olygonen. Bild 2.1 zeigt ein Beispiel.

p

(a)

'

r ( ' )

(b)

Abbildung 2.1: Ein P olygon mit Kernpunkt (a) und die En tfern ung r der P eripheriepunkte

als F unktion v om Wink el ' (b)

Man k ann die F unktion auc h wie folgt c harakterisieren: Stellt man sic h den Anfra-

gepunkt p als Ursprung eines K o ordinatensystems v or, so repräsen tiert das P aar ( '; r )
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mit dem Strahlwink el ' und dem Abstand r eines Punktes q v on p auf dem P olygonrand

genau die P olark o ordinaten v on q . Daher b ezeic hnen wir die F unktion wie folgt:

De�nition 2.1 (P olark o ordinatenfunktion) Seien P ein sternförmiges Polygon so-

wie p ein Punkt im Kern. Bezeichne weiter für einen Winkel ' der A usdruck q ( ' ) den

Schnittpunkt desjenigen Str ahls mit der Polygonp eripherie, der in p startet und mit der

p ositiven Horizontalrichtung den Winkel ' (ge gen den Uhrzeigersinn) einschlieÿt. Dann

heiÿt die F unktion

pkf : R � ! R

� 0

; pkf ( ' ) = d

2

( p; q ( ' ))

die Polarko or dinatenfunktion (A bk. PKF ) von P (b ez. p ).

Bemerkungen.

1.) In Absc hnitt 2.1.3.1 auf Seite 23 wird sic h herausstellen, daÿ es sinn v oll ist, für p

auc h Randpunkte des Kerns zuzulassen. In diesem F all ist pkf formal nic h t auf ganz

[0 ; 2 � ] de�niert, nämlic h an den Stellen nic h t, für deren Wink el der Laserstrahl mit

einer Kan te k ollinear v erläuft. Um die Notationen nic h t zu v erk omplizieren, gehen

wir � w enn nic h t explizit das Thema der K ollinearität b ehandelt wird � v on einem

Punkt p im Kerninnern aus.

2.) Für die Bestimm ung des F unktionsw ertes pkf ( ' ) wurde der Euklidisc he Abstand d

2

v on Punkten gew ählt, da er translations- und rotationsin v arian t ist. Diese Eigen-

sc haft gilt zum Beispiel nic h t für die eb enfalls gebräuc hlic hen Abstandsb egri�e d

1

und d

1

.

3.) Die PKF eines P olygons ist rotationsabhängig, solange man immer die p ositiv e x -

A c hse als Nullric h tung b en utzt. Eine Dreh ung des P olygons en tspric h t dann einer

V ersc hiebung des Graphen en tlang der x -A c hse (w aagerec h t).

4.) Bis auf T ranslationen und Rotationen ist die Darstellung eines P olygons durc h seine

PKF jedo c h eindeutig; siehe auc h Absc hnitt 2.3.1.

5.) Die F unktion pkf ist natürlic h 2 � -p erio disc h, w eshalb wir uns auf den Aussc hnitt

pkf

�

�

[0 ; 2 � ]

b esc hränk en k önnen. Aus tec hnisc hen Gründen erwies es sic h ab er als

b esser, pkf auf ganz R zu de�nieren.

2.1.2 Analytisc he Besc hreibung

Im folgenden soll die P olark o ordinatenfunktion in F orm einer Gleic h ung angegeb en w er-

den. Dazu b etrac h te man Bild 2.2. Jedes sternförmige P olygon läÿt sic h anhand eines

Kernpunktes in Sektoren zerlegen (triangulieren). Der F unktionsw ert v on pkf an den

Rändern P

i

; P

i +1

eines Sektors ergibt sic h aus den Abständen j pP

i

j und j pP

i +1

j ; im Innern

eines Sektors gilt für einen Punkt P und die im Bild b ezeic hneten Gröÿen

r ( ' )

sin �

=

j pP

i

j

sin "

; d.h. r ( ' ) =

sin �

sin( � � ( ' + � ))

� j pP

i

j :
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P

i +1

p

P

j

P

j +1

P

i

P

(a)

P

i +1

p

P

i

P

�

�

r ( ' )

'

"




(b)

Abbildung 2.2: Sektorenzerlegung eines P olygons (a); ein Aussc hnitt (b)

F aÿt man alle innerhalb eines Sektors k onstan ten Gröÿen zu c := sin � � j pP

i

j zusammen,

so erhält man

r ( ' ) =

c

sin( ' + � )

: (2.1)

Man b eac h te, daÿ ' hier zunäc hst ein lok aler Wink el innerhalb des Sektors ist. Es gilt

r (0) = c= sin � = j pP

i

j und r ( � ) = sin � = sin 
 � j pP

i

j = j pP

i +1

j .

Die gesam te F unktion pkf ist damit eine stetige F unktion, denn sie ist lüc k enlos aus

stetigen F unktionen der F orm (2.1) zusammengesetzt; an den Rändern hab en angrenzende

Sektoren jew eils gleic he F unktionsw erte.

Ausnahmen sind diejenigen Stellen ' , für die der Strahlwink el k ollinear mit einer

P olygonk an te v erläuft, w enn also p auf dem Rand des Kerns liegt. In diesem F all hat

der Graph an jeder solc hen Stelle einen Sprung, dessen Höhe genau mit der Länge der

k ollinearen Kan te üb ereinstimm t.

Zur Analyse des Kurv en v erlaufs der F unktion lassen sic h die Kan ten des P olygons

b ezüglic h p in zw ei Klassen ein teilen:

1. Kan ten, en tlang denen der Abstand zu p streng monoton w äc hst o der fällt. Das sind

die Kan ten, die nic h t den F uÿpunkt des Lots durc h p auf die un terstützende Gerade

en thalten (z.B. Kan te P

j

P

j +1

in Abbildung 2.2(a)).

2. Kan ten, in deren Innern der Abstand zu p ein lok ales Minim um b esitzt. Das sind

die Kan ten, auf die sic h p senkrec h t pro jizieren läÿt (z.B. Kan te P

i

P

i +1

in Abbil-

dung 2.2(a)). Die Pro jektion v on p gibt die Stelle des lok alen Minim ums an.

Im Innern v on Kan ten gibt es k eine lok alen Maxima der Abstände.
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Betrac h tet man die Ec k en des P olygons, so läÿt sic h zeigen, daÿ lok ale Maxima hö c h-

stens an K on v exec k en auftreten; un ter anderem immer dann, w enn der anliegende Innen-

wink el kleiner als 90

�

ist. Lok ale Minima k önnen (auÿer im Innern v on Kan ten) n ur an

K onk a v ec k en auftreten; un ter anderem immer dann, w enn der Innen wink el gröÿer als 270

�

ist. Für alle Wink elgröÿen dazwisc hen k omm t es auf die sp ezielle Lage v on Kernpunkt zu

Ec kpunkt an.

Jede Ec k e des P olygons de�niert im Graphen eine Üb er gangsstel le , an der sic h die

Gleic h ung der F unktion ändert und an der sie (falls der anliegende Innen wink el v on 180

�

v ersc hieden ist) im allgemeinen nic h t di�erenzierbar ist. An allen anderen Stellen im

In terv all [0 ; 2 � ] ist die PKF k on v ex, denn es gilt für die F unktion f ( x ) = 1 = sin x :

f

0

( x ) =

� cos x

sin

2

x

; f

00

( x ) =

1 + cos

2

x

sin

3

x

:

Da 0 < ' + � < � gilt, ist f

0 0

( ' + � ) > 0 für alle ' .

2.1.3 Ableitung einer Ähnlic hk eitsfunktion

Wir w ollen n un die Ähnlic hk eit sternförmiger P olygone üb er ihre P olark o ordinatenfunk-

tionen messen. Dazu m uÿ zunäc hst für b eide P olygone der P arameter der F unktionen �

der jew eilige Kernpunkt p � �xiert w erden. Ist das gesc hehen, k ann man den Abstand der

n un festgelegten Graphen mit einem geeigneten Distanzmaÿ für F unktionen b estimmen.

Die Ausw ahl des F unktionsparameters p ist w esen tlic h für die Qualität der en tstehen-

den Ähnlic hk eitsfunktion, w eshalb ihr groÿe Aufmerksamk eit gewidmet w erden m uÿ.

2.1.3.1 Die F estlegung des Kernpunktes p

Zu Beginn dieses Kapitels wurde daran erinnert, daÿ durc h die sp eziellen Umstände der

Rob oterlok alisation zu einem sternförmigen Anfragesk elett stets auc h ein Kernpunkt � der

Anfragepunkt � b ek ann t ist. Dieser ist ab er für unsere Zw ec k e nic h t geeignet: V ariiert die

Anfragep osition innerhalb einer Sic h tbark eitszelle, so ist das zugehörige Sk elettp olygon

stets dasselb e, w ährend sic h die Lage dieses sp eziellen Kernpunktes relativ zum P olygon

v erändert. Damit v erändert sic h auc h der Graph der PKF für ein und dasselb e P olygon �

ein Umstand, der eine grundlegende Metrik eigensc haft v erletzen würde: Iden tisc he (d.h.

k ongruen te) P olygone sollten dieselb e P olark o ordinatenfunktion hab en, damit später ihr

Ähnlic hk eitsmaÿ 0 gesic hert ist.

F assen wir no c h einmal die Anforderungen an p zusammen:

1. p m uÿ ein Kernpunkt sein.

2. Die Bestimm ung v on p m uÿ deterministisch sein.

3. Die Lage v on p relativ zum P olygon m uÿ unabhängig sein v on V ersc hiebungen o der

Dreh ungen des P olygons.

4. Die Bestimm ung v on p sollte unemp�ndlic h sein gegen üb er v errausc h ten Eingab e-

daten, z.B. Zic kzac klinien anstelle glatter P olygonk an ten.
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Die ersten drei Punkte legen die V erw endung des Schwerpunktes des Kerns nahe. Das

hat sic h allerdings als unzureic hend erwiesen. Man b etrac h te hierzu Bild 2.3. Der Kern

selbst (sc hattiert) und damit auc h sein Sc h w erpunkt K sind stark v on unglatten P olygon-

k an ten b eein�uÿbar, auc h w enn der Grad des Rausc hens gering ist: Für die Kern b estim-

m ung sind die Innen wink el an den durc h das Rausc hen en tstandenen Ec k en en tsc heidend,

w eniger die Längen der zusätzlic hen Kan tenstüc k e.

K = S

(a)

K

X

S

(b)

Abbildung 2.3: V eränderung des Kerns ähnlic her P olygone durc h v errausc h te Kan ten

Die Unemp�ndlic hk eit gegen üb er ungenauen Eingab en w äre mit dem Sc h w erpunkt S

(siehe Bild) des gesam ten P olygons erreic h t, w as ab er im allgemeinen k ein Kernpunkt ist.

Es k ann folgender K ompromiÿ gefunden w erden:

F estlegung 2.2 (Kernpunkt w ahl) Lie gt der Schwerpunkt S des Polygons P im Kern,

so wähle man p := S ; andernfal ls wähle man den Punkt auf dem R and des Kerns, der

zum Schwerpunkt den geringsten A bstand hat.

Dazu k ann man wie folgt v orgehen (Abbildung 2.3(b)):

Man b estimm t parallel in einem Durc hlauf üb er die Kan ten des Kerns v on P , ob sic h

S im Kern b e�ndet und den Randpunkt X des Kerns, der S am näc hsten ist. Dazu gen ügt

es, sukzessiv e den Punkt jeder Kante zu b estimmen, der S am näc hsten ist. Stellt sic h

am Ende heraus, daÿ S auÿerhalb liegt, hat man mit X b ereits den Punkt des Kerns, der

zu S den geringsten Abstand hat (ansonsten ist X irrelev an t).

Ein auf diese W eise b estimm ter Kernpunkt erfüllt die Bedingungen 1 bis 3 v ollständig

und die Bedingung 4 in b esserer Qualität, als es der Sc h w erpunkt des Kern tut, wie

gesehen.

Allerdings k önnen diese Maÿnahmen nic h t v erhindern, daÿ durc h das Rausc hen der

Kern un ter Umständen ganz v ersc h windet, w o durc h die P olark o ordinatenfunktion nic h t

mehr de�niert ist. W enn man un ter R auschen das V orhandensein zusätzlic her Meÿpunkte
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en tlang einer eigen tlic h glatten Linie v ersteh t, dann ist die Gefahr des V ersc h windens des

Kerns um so kleiner, je �ac her die neu en tstandenen Innen wink el sind, d.h. je geringer der

W ert j � � � j für einen solc hen Wink el ist. Sehr kleine ( < 90

�

) und sehr groÿe Innen wink el

( > 270

�

) erzeugen sehr kleine Sic h tbark eitsk egel, die zusammen mit anderen einen leeren

Sc hnitt ergeb en k önnen. Bild 2.4(a) zeigt einen solc hen F all.

K er n = ;

(a)

K = S

(b)

Abbildung 2.4: Extremfälle der Kern v eränderung durc h v errausc h te Kan ten

Im F all der Rob oterlok alisation, w o das Sic h tbark eitsp olygon und später das Sk elett

einem Laserscan en tnommen w erden, tritt der Extremfall aus Abbildung 2.4(a) allerdings

nie auf: Laser-Ungenauigk eiten wirk en sic h n ur auf die gemessenen En tfern ungen aus; das

P olygon, das durc h die V erbindung der Laser-Meÿpunkte en tsteh t, ist natürlic herw eise

sternförmig.

Die Bestimm ung des sc h w erpunktnäc hsten Kernpunktes ist b esonders b ei uneinheit-

lic hem Rausc hen sinn v oll, wie in Abbildung 2.3(b). Sind alle Seiten gleic hmäÿig gestört

(Bild 2.4(b)), so ändert sic h der ausgew ählte Punkt p zum ursprünglic hen glatten P oly-

gon un ter Umständen gar nic h t (d.h. K = S ). Auc h die Anzahl v on fehlerhaften Meÿ-

punkten hat k einen unmittelbaren Ein�uÿ auf die Qualität des Ergebnisses: Zw ar k önnen

v errausc h te Kan ten relativ zu glatten Kan ten b eliebig lang w erden, ab er der v on p aus

abgedec kte Wink elb ereic h wird durc h das Rausc hen nic h t v erändert. Dadurc h ist das T eil-

in terv all v on [0 ; 2 � ] , in dem die P olark o ordinatenfunktion eine v errausc h te Kan te darstellt,

im w esen tlic hen dasselb e wie im un v errausc h ten F all.

1

2.1.3.2 De�nition der Ähnlic hk eitsfunktion

Laut De�nition 2.1 b eginn t die PKF ihre Abstandsmessung stets mit dem Punkt, der

durc h einen nac h rec h ts geric h teten Horizon talstrahl (b eginnend in p ) als Sc hnittpunkt

mit der P olygonp eripherie gebildet wird. Damit zw ei k ongruen te P olygone dieselb e F unk-

tion erzeugen, m uÿ eines so gedreh t w erden, daÿ ein fester Wink el ' als Argumen t für b ei-

1

Dab ei ist es w esen tlic h, daÿ das Argumen t der PKF der Winkel ist, den der Laserstrahl mit einer

Bezugsric h tung einsc hlieÿt. In Absc hnitt 2.3.3 auf Seite 67 w erden wir Alternativ en dazu erläutern, die

gegen üb er uneinheitlic hem Rausc hen anfälliger sind.
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de F unktionen korr esp ondier ende P eripheriepunkte induziert. (Danac h gen ügt eine reine

T ranslation, um die P olygone zur Dec kung zu bringen.) Natürlic h ist dieser Dreh wink el a

priori nic h t b ek ann t. Damit die gesuc h te Ähnlic hk eitsfunktion rotationsunabhängig wird,

m uÿ der Abstand b eider P olark o ordinatenfunktionen üb er alle W ahlen solc her Dreh wink el

minimiert w erden.

Analytisc h läÿt sic h eine Dreh ung eines P olygons durc h eine Argumen tv ersc hiebung

seiner PKF ausdrüc k en: Sind P und P

0

k ongruen t und ist P

0

gegen üb er P um den Wink el

t (gegen den Uhrzeigersinn) gedreh t, so gilt

pkf

P

0

( ' ) = pkf

P

( ' � t )

für alle ' . V erein baren wir n un no c h, daÿ wir die In tegralmetrik für stetige F unktionen

( L

2

-Norm) als Abstandsmaÿ für die P olark o ordinatenfunktionen v erw enden, dann läÿt

sic h eine metrisc he Ähnlic hk eitsfunktion de�nieren:

De�nition 2.3 (PKF-Distanz) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für die

nach dem V erfahr en aus A bschnitt 2.1.3.1 jeweils ein sp eziel ler Kernpunkt festgele gt wur-

de. Seien pkf

A

und pkf

B

die diesb ezüglichen Polarko or dinatenfunktionen.

Die A bbildung

s ( A ; B ) := min

t 2 [0 ; 2 � ]

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t ) � pkf

B

( ' )

�

2

d'

heiÿt PKF-Distanz für sternförmige Polygone.

Satz 2.4 (PKF-Metrik) Die PKF-Distanz ist eine Ä hnlichkeitsfunktion mit Metrikei-

genschaften und wir d daher im folgenden auch PKF-Metrik genannt.

Für den Bew eis dieser Aussagen b enötigen wir no c h einen Hilfssatz:

Lemma 2.5 Für zwei Polarko or dinatenfunktionen pkf

A

und pkf

B

sowie b eliebige Par a-

meter t

A

, t

B

und t 2 R gilt:

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

A

) � pkf

B

( ' � t

B

)

�

2

d' =

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

A

� t ) � pkf

B

( ' � t

B

� t )

�

2

d':

Bew eis: Da die F unktionen pkf 2 � -p erio disc h sind, ist auc h die F unktion g ( ' ) :=

(pkf

A

( ' � t

A

) � pkf

B

( ' � t

B

))

2

2 � -p erio disc h. Daher gilt

R

2 �

0

g ( ' ) d' =

R

2 �

0

g ( ' � t ) d' für

alle t . 2

Bew eis zu Satz 2.4:

0. Da die F unktion

f : [0 ; 2 � ] � ! R

� 0

; f ( t ) =

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t ) � pkf

B

( ' )

�

2

d'

stetig und [0 ; 2 � ] k ompakt ist, existiert das Minim um in der De�nition v on s ( A ; B ) .
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1.a Sind A und B k ongruen t, so existiert ein t

0

2 [0 ; 2 � ] , um das A gedreh t w erden k ann,

so daÿ die P olygone dann n ur durc h eine T ranslation auseinander herv orgehen. Ist

A

0

das Bild v on A un ter dieser Dreh ung, so gilt pkf

A

( ' � t

0

) = pkf

A

0

( ' ) = pkf

B

( ' )

für alle ' , also s ( A ; B ) = 0 .

1.b Ist umgek ehrt s ( A ; B ) = 0 , so existiert ein t

0

2 [0 ; 2 � ] mit pkf

A

( ' � t

0

) = pkf

B

( ' )

für alle ' . Ist A

0

das P olygon, das aus A durc h Dreh ung um t

0

herv orgeh t, so gilt

pkf

A

0

� pkf

B

. Üb erlagert man die Kernpunkte v on A

0

und B , so k ommen nac h

der De�nition der PKF säm tlic he P eripheriepunkte v on A

0

und B zur Dec kung (sie

hab en gleic he P olark o ordinaten). Also sind A

0

und B und somit auc h A und B

k ongruen t; im Sinne dieses K on textes gilt � A = B � .

2. Symmetrie: Sei t

AB

der Wink el, für den das Minim um in s ( A ; B ) angenommen wird,

und sei t

B A

:= 2 � � t

AB

. Dann gilt nac h Lemma (2.5)

s

2

( A ; B ) =

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

AB

) � pkf

B

( ' )

�

2

d'

=

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

AB

� t

B A

) � pkf

B

( ' � t

B A

)

�

2

d'

( � )

=

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' ) � pkf

B

( ' � t

B A

)

�

2

d'

� min

t 2 [0 ; 2 � ]

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' ) � pkf

B

( ' � t )

�

2

d'

= s

2

( B ; A ) ;

w ob ei in ( � ) die T atsac he t

AB

+ t

B A

= 2 � so wie die 2 � -P erio dizität der F unktion pkf

b en utzt wurden.

Analog zeigt man s ( B ; A ) � s ( A ; B ) und erhält Gleic hheit.

3. Dreiec ksungleic h ung: Der Bew eis folgt einer Idee v on Arkin et. al in [A CH

+

91 ]:

Seien A , B und C en tsprec hende P olygone, und seien t

AB

und t

B C

die W erte für t ,

b ei denen die Minima in s ( A ; B ) bzw. s ( B ; C ) angenommen w erden. Wiederum nac h

Lemma (2.5) gilt

s ( A ; B ) + s ( B ; C ) =

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

AB

) � pkf

B

( ' )

�

2

d'

+

s

Z

2 �

0

�

pkf

B

( ' � t

B C

) � pkf

C

( ' )

�

2

d'

=

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

AB

� t

B C

) � pkf

B

( ' � t

B C

)

�

2

d'

+

s

Z

2 �

0

�

pkf

B

( ' � t

B C

) � pkf

C

( ' )

�

2

d'
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( �� )

�

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t

AB

� t

B C

) � pkf

C

( ' )

�

2

d'

� min

t 2 [0 ; 2 � ]

s

Z

2 �

0

�

pkf

A

( ' � t ) � pkf

C

( ' )

�

2

d'

= s ( A ; C ) ;

w ob ei in ( �� ) die Mink o wski-Ungleic h ung

s

Z

b

a

f

2

( x ) dx +

s

Z

b

a

g

2

( x ) dx �

s

Z

b

a

�

f ( x ) + g ( x )

�

2

dx

b en utzt wurde.

2

2.1.4 Berec hn ung der PKF-Metrik

In diesem Absc hnitt soll die Implemen tation der v orgestellten Metrik einsc hlieÿlic h einer

Laufzeitanalyse genauer b esc hrieb en w erden.

Zur V orb ereitung der eigen tlic hen Di�erenzb erec hn ung sind drei Sc hritte nötig, die

für jedes der b eiden Eingab ep olygone P getrenn t durc hzuführen sind. Sei dab ei k :=

max( m; n ) die gröÿere der b eiden Ec k enzahlen.

1. Berec hn ung des Kerns v on P . Dies k ann mit einem Algorithm us zum Sc hnitt v on

Halb eb enen in O ( k log k ) Sc hritten gesc hehen. Ist der Kern leer, so ist die Eingab e

abzulehnen.

2. Berec hn ung des Sc h w erpunkts S v on P . Dies k ann in Zeit O ( k ) wie folgt gesc hehen:

Mittels eines b eliebigen Kernpunktes K b erec hnet man eine T riangulation v on P ,

indem K mit allen Ec k en v erbunden wird. V on den en tstandenen Dreiec k en k ann der

Sc h w erpunkt S

i

üb er die arithmetisc hen Mittel der drei Ec kpunkte gebildet w erden.

S ergibt sic h dann als üb er die Fläc heninhalte A

i

gewic h tetes Mittel der S

i

zu

x

S

=

P

i

x

S

i

� A

i

P

i

A

i

; y

S

=

P

i

y

S

i

� A

i

P

i

A

i

:

3. Bestimm ung eines sp eziellen Kernpunktes P nac h dem V erfahren aus Absc hnitt

2.1.3.1. Da dieses den T est �Liegt S im Kern? � en thält, sind no c hmals O ( k ) elemen-

tare Sc hritte nötig.

Dies ergibt zusammen einen Aufw and v on O ( k log k ) Sc hritten. F alls in einer Szene mit

mehreren Ob jekten gehäufte Ähnlic hk eitsanfragen zu erw arten sind, so k ann dieser Auf-

w and als T eil eines Prepro cessing-Sc hritts b estritten w erden.

Mit der F estlegung v on p ist die P olark o ordinatenfunktion eines P olygons de�niert. Bei

der Berec hn ung der F unktionsw erte b eac h te man, daÿ F ormel (2.1) auf Wink eln op eriert,

die lok al für einen Sektor gelten (siehe Absc hnitt 2.1.2). Bei der Üb ergab e eines globalen

W ertes ' 2 [0 ; 2 � ] als Argumen t v on pkf ist v or der An w endung der F ormel der Start wink el

des ersten P eripheriewink els des Sektors (gegen den Uhrzeigersinn) abzuziehen.
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Nun ist gemäÿ De�nition 2.3 die L

2

-Norm der b eiden PKF-Kurv en üb er den V ersc hie-

b eparameter t zu minimieren. Aufgrund der relativ k omplizierten Struktur der P olar-

k o ordinatenfunktion k ann die Ausw ahl aus al len reellen W erten v on t leider nic h t so

eingesc hränkt w erden, daÿ sie e�zien t implemen tierbar wird. Daher m üssen zugunsten

der Praktik abilität Abstric he an den so eb en b ewiesenen Eigensc haften der Ähnlic hk eits-

funktion gemac h t w erden, indem man sic h auf die näherungsw eise Berec hn ung der Metrik

b esc hränkt. Dazu gibt es zw ei sehr v ersc hiedene Ansätze.

2.1.4.1 Lineare Appro ximation

Die PKF ist allein durc h die Angab e derjenigen F unktionsw erte pkf ( ' ) eindeutig festge-

legt, für die ' Abszisse einer Üb ergangsstelle ist, also einem Ec kpunkt im ursprünglic hen

P olygon en tspric h t. Wir w ollen diese W erte Stützstel lenwerte nennen. Der Grund ist, daÿ

zw ei b enac h barte Stützstellen w erte pkf ( '

i

) , pkf ( '

i

+ � ) die Lage zw eier b enac h barter

P olygonec k en b estimmen. Die dazwisc henliegende P olygonk an te ist damit festgelegt:

pkf

A

( '

i

) = pkf

B

( '

i

) ^ pkf

A

( '

i

+ � ) = pkf

B

( '

i

+ � ) = ) 8

' 2 [ '

i

;'

i

+ � ]

pkf

A

( ' ) = pkf

B

( ' )

Die P olark o ordinatenfunktionen zw eier P olygone sind also genau dann iden tisc h, w enn

sie in allen Stützstellen w erten üb ereinstimmen. Das hat die K onsequenz, daÿ für je de b e-

liebige (stetige) deterministisc he Appro ximation der PKF zwisc hen den Stützstellen die

Ähnlic hk eitsfunktion aus De�nition 2.3 wieder eine Metrik ergibt: Die Iden titätseigen-

sc haft gilt aufgrund des eb en Gesagten und w eil die ursprünglic he PKF-Metrik sie erfüllt.

Die Bew eise der Symmetrie und der Dreiec ksungleic h ung aus Satz 2.4 hab en in k einer

W eise den Kurv en v erlauf der PKF ausgen utzt, sondern im w esen tlic hen die P erio dizität.

Wir k önn ten also einfac h die Stützstellen durc h Strec k en v erbinden und erhielten eine

neue, leic h ter b erec hen bare Metrik. In Absc hnitt 2.1.2 wurde festgestellt, daÿ es Kan ten

gibt, in deren Innern der Abstand zum Kernpunkt p ein lok ales Minim um b esitzt. Dies

gilt dann auc h für den Graphen im zugehörigen Wink elabsc hnitt. Um die Ab w eic h ungen

der appro ximierten zur exakten PKF gering zu halten, fügen wir an diesen Minima zu-

sätzlic he Stützstellen ein und v erbinden dann jew eils b enac h barte Stützstellen durc h ein

Geradenstüc k. Damit hab en wir erreic h t, daÿ n ur monotone Kurv enstüc k e durc h Gera-

den appro ximiert w erden. Die en tstehende stüc kw eise lineare F unktion w erde mit PKF

lin

b ezeic hnet.

Es ist zu b eac h ten, daÿ es zwisc hen b enac h barten Stützstellen der ursprünglic hen PKF

hö c hstens eine Minim umstelle gibt, da der Abstand der P eripheriepunkte eines P olygons

en tlang einer Kan te zum Kernpunkt hö c hstens an einer Stelle minimal ist. Sie lassen sic h

leic h t iden ti�zieren:

pkf

0

( ' ) =

� c � cos( ' + � )

sin

2

( ' + � )

= 0 ( ) cos( ' + � ) = 0 ( ) ' =

�

2

� �

Da ' im In terv all [0 ; � ] v ariiert (v ergleic he Abbildung 2.2(b)), liegt in einem Sektor genau

dann ein lok ales Minim um v or, w enn 0 < � = 2 � � < � . Dazu äquiv alen t ist die ansc haulic h

sofort einsic h tige Bedingung

� <

�

2

^ 
 <

�

2

:
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Durc h das Appro ximationsv erfahren w erden also maximal n neue Stützstellen in den

Graphen eingefügt. Die En tsprec h ungen dieser Stellen im P olygon sind neue �Ec k � punkte,

die k ollinear zu ihren b eiden Nac h barn liegen. Sie b eein�ussen w eder den Kern no c h den

Sc h w erpunkt des P olygons, also auc h nic h t die Berec hn ung des sp eziellen Kernpunktes zu

Beginn der Ähnlic hk eitsb estimm ung.

Geometrisc he In terpretation. W enn zw ei b enac h barte Ec kpunkte P

i

und P

i +1

des

P olygons gleic h w eit v om Kernpunkt p en tfern t sind, so gilt pkf ( '

i

) = pkf ( '

i +1

) =: y

für die zugehörigen Ec kpunkt wink el '

i

und '

i +1

= '

i

+ � . V erbindet man die Punk-

te ( '

i

; y ) und ( '

i +1

; y ) des F unktionsgraphen durc h eine Strec k e, so erhält man also eine

W aagerec h te, d.h. die Abstände zum Kernpunkt ändern sic h en tlang der Appro ximations-

geraden nic h t. Diese Bedingung ist genau durc h Kreisb ögen mit dem Zen trum p erfüllt

(siehe Abbildung 2.5 rec h ts, gepunktete Linien).

V ersc hiebt man den Punkt p zu einem Punkt p

0

, so daÿ die Mittelsenkrec h te v on

P

i

P

i +1

nic h t mehr durc h p

0

geh t, so ist die Kurv e durc h P

i

und P

i +1

, deren Punktabstand

zu p

0

sic h linear mit dem Wink el ' ändert, k ein Kreis mehr, auc h nic h t mit einem v on p

0

v ersc hiedenen Mittelpunkt (siehe Abbildung 2.5 links und rec h ts).

p

0

P

i

'

'

i +1

'

i

r ( ' )

p

P

i +1

�

Abbildung 2.5: Appro ximation der PKF durc h Geradenstüc k e b edeutet Appro ximation

der P olygone durc h Bogensegmen te

Da die ursprünglic he PKF nac h den Üb erlegungen aus Absc hnitt 2.1.2 üb erall k on v ex

ist, liegen die Appro ximationsgeraden säm tlic h ob erhalb der exakten Kurv e, geb en also

zu groÿe Abstände an. Das en tspric h t genau den nac h auÿen gew ölbten Bögen auf der

P olygoneb ene, deren Punkte v on p w eiter en tfern t sind als die Punkte der P olygonp eri-

pherie.

Durc h die Geradenappro ximation wird also die PKF einer Figur erzeugt, die aus dem

P olygon durc h das Auftragen v on nac h auÿen geric h teten Bögen herv orgeh t. Dieser V or-

gang ist in Bild 2.6 v eransc haulic h t. Dort sind die senkrec h ten Pro jektionen v on p auf die

Kan ten gek ennzeic hnet, falls sie auf den Kan ten liegen. Diese Minimalstellen des Abstands

der P eripherie zu p erzeugen b ei der Appro ximation zusätzlic he Stützstellen. Sie sind in

der rec h ten Figur durc h kleine Kreise markiert.
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p p

Abbildung 2.6: Um w andlung eines P olygons in eine Figur mit stüc kw eise linearer P olar-

k o ordinatenfunktion (Skizze)

F ehlerb etrac h tung für die Appro ximation. Die Abstandsw erte PKF

lin

sind säm t-

lic h gröÿer als die exakten F unktionsw erte. Wir hab en die Appro ximation so gew ählt, daÿ

n ur streng monotone Absc hnitte der PKF durc h Strec k en üb erbrüc kt w erden.

Die F unktion f ( x ) = 1 = sin x hat im In terv all [0 ; � ] , für das wir uns in teressieren, et w a

den in Abbildung 2.7(a) dargestellten V erlauf. Das T eilin terv all [ � = 2 ; � ] ist ein In terv all

maximaler Gröÿe, in dem die F unktion monoton ist, in dem sie also k omplett durc h eine

Gerade appro ximiert wird. Der maximale F ehler tritt auf, w enn die Appro ximationsgera-

de g

r

am Punkt ( � = 2 ; 1) b eginn t und an einem Punkt ( r ; 1 = sin r ) endet und r sehr nahe

b ei � liegt ( r < � ). Die Gleic h ung der Geraden ist parametrisiert üb er r gegeb en durc h

g

r

( x ) =

(2 x � � )(1 � sin r )

(2 r � � ) sin r

+ 1 :

Den Appro ximationsfehler e b eider Kurv en b estimmen wir mit der L

2

-Norm, da sie

später gemäÿ De�nition 2.3 zur Distanzb estimm ung zwisc hen v ersc hiedenen P olark o ordi-

natenfunktionen gen utzt w erden soll:

e = lim

r ! �

e ( r ) = lim

r ! �

s

Z

r

� = 2

�

g

r

( x ) �

1

sin x

�

2

dx = + 1 :

Der F ehler k ann also b eliebig groÿ w erden, ob w ohl durc h das Einfügen v on Zwisc hen-

w erten nic h t üb er Extremstellen der F unktion hin w eg appro ximiert wurde. Man b eac h te

allerdings, daÿ dieser F ehler n ur die �Ab w eic h ung v on der In tuition � b esc hreibt, denn

die Ähnlic hk eitsfunktion v on De�nition 2.3 mit dieser Näherung der PKF ist eb enfalls

eine Metrik. Wie wir gleic h sehen w erden, k ann die PKF

lin

-Distanz � im Gegensatz zur

ursprünglic hen PKF � sogar exakt b erec hnet w erden.

Bild 2.7(b) zeigt, daÿ diese b eliebig groÿe Ab w eic h ung der PKF

lin

v on der PKF auc h

in der Praxis auftreten k ann. Mit den Bezeic hn ungen v on Abbildung 2.2(b) gilt hier

� = � = 2 , � � � = 2 , d.h. in der F ormel r ( ' ) = c= sin ( ' + � ) b ew egt sic h das Argumen t der

Sin usfunktion v on � = 2 ( ' = 0 ) bis et w a � ( ' = � ).
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1

sin x

x

3

2

�

�

�

2

� 1

1

g

r

(a)

P

i

P

i +1

� 90

�

p

(b)

Abbildung 2.7: Graph der F unktion y = 1 = sin x (a); eine K onstellation b enac h barter

P olygonec k en mit sc hlec h ter Näherung der PKF durc h eine Gerade (b)

Eigen tlic he Di�erenzb estimm ung. Durc h die Geradenappro ximation der PKF ist

die Minimierung üb er t in De�nition 2.3 darauf reduziert, eine stüc kw eise lineare F unk-

tion so w aagerec h t zu v ersc hieb en, daÿ die Fläc hendi�erenz zu einer anderen stüc kw eise

linearen F unktion möglic hst klein wird.

Seien n un f und g die b eiden appro ximierten P olark o ordinatenfunktionen. Die Mini-

mierung üb er t und das W urzelziehen aus De�nition 2.3 sind v ertausc h bar, da die W ur-

zelfunktion streng monoton ist. Es gen ügt also, das In tegral

R

2 �

0

( f ( x � t ) � g ( x ))

2

dx zu

minimieren.

Die Idee hierzu ist folgende: Der Graph v on g ist �xiert. Es gibt m � n Eventpunkte b eim

V ersc hieb en v on f , w enn nämlic h zw ei Üb ergangsstellen der Graphen zusammenfallen.

Diese m üssen explizit v om Algorithm us b etrac h tet w erden, da sic h dort die Ein teilung

des In terv alls [0 ; 2 � ] in Streifen mit jew eils gesc hlossener F unktionsgleic h ung für f und

g ändert. V ersc hiebt man jedo c h f n ur zwischen zw ei Ev en tpunkten, so läÿt sic h die

V eränderung der Fläc hendi�erenz analytisc h sehr sc hön b esc hreib en (w enn auc h für jeden

Streifen separat):

Die Streifenein teilung ergibt sic h durc h m + n senkrec h te Linien durc h die Üb ergangs-

stellen v on f und g (Abb. 2.8(a)). Wir k önnen ohne Besc hränkung der Allgemeinheit

festlegen, daÿ f zur Minimierung der Fläc hendi�erenz n ur nac h rec h ts v ersc hob en wird

(wie es die F ormel in De�nition 2.3 durc h t � 0 auc h andeutet). Denn die Lagen v on

f links v on der aktuellen Ev en tpunktlage k önnen durc h V ersc hieb en nac h rec h ts aus der

v orhergehenden (links b e�ndlic hen) Ev en tpunktlage heraus erreic h t w erden.

Sind l und r die x -K o ordinaten der aktuellen Streifengrenzen, so w erden sie zusammen

mit f v ersc hob en, d.h. v ermöge des V ersc hieb eparameters lauten sie parametrisiert l + t

und r + t .
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r ( ' )

f

g

'

(a)

rll � t

0

r � t

0

r + t

0

l + t

0

A

1

> A

0

A

0

A

2

> A

0

(b)

Abbildung 2.8: Ein teilung der Zeic heneb ene in Streifen (a); Fläc he zwisc hen zw ei Geraden

in Abhängigk eit v on der Lage des b egrenzenden Streifens (b)

Die F unktionsgleic h ungen v on f und g in der Ev en tpunktlage v or dem V ersc hieb en

seien für den aktuellen Streifen durc h f ( x ) = ax + b , g ( x ) = cx + d gegeb en. Die L

2

-Norm

zwisc hen den Kurv en im Streifen b eträgt dann

F ( t ) :=

Z

r + t

l + t

�

a ( x � t ) + b � ( cx + d )

�

2

dx: (2.2)

Dies ist eine quadratisc he F unktion v on t . In expliziter Darstellung erhält man F ( t ) =

x � t

2

+ y � t + z mit

x = c

2

� ( r � l )

y = c � ( c � a )( r

2

� l

2

) + 2 � c � ( d � b )( r � l ) (2.3)

z = 1 = 3 � ( a � c )

2

� ( r

3

� l

3

) + ( a � c )( b � d )( r

2

� l

2

) + ( b � d )

2

� ( r � l ) :

An dieser F ormel läÿt sic h un ter anderem folgendes ablesen:

1. Ist c = 0 , so ist F ( t ) = z = c onst . Hat nämlic h g im Streifen den Anstieg c = 0 , so

wird f p ar al lel zu g v ersc hob en. Also ändert sic h der Fläc heninhalt gegen üb er der

V ersc hiebung nic h t.

2. Ist c 6= 0 , so ist x > 0 ( r > l v orausgesetzt). Die P arab el F ( t ) ist nac h ob en

geö�net; für b eide V ersc hieb eric h tungen t ! �1 w äc hst sie streng monoton. Dies

ist in Bild 2.8(b) demonstriert: Die Fläc he zwisc hen zw ei Geraden in einem Streifen

k onstan ter Breite r � l ist umso gröÿer, je w eiter der Streifen v om Sc hnittpunkt der

Geraden en tfern t ist.
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Die quadratisc he F orm (2.2) läÿt sic h für jeden Streifen aufstellen. Da die Gesam t�äc he

im In terv all [0 ; 2 � ] die Summe der Fläc hen in jedem Streifen ist, k ann auc h die Gesam t-

änderung des Fläc heninhalts (bzw. der L

2

-Norm) in Abhängigk eit v on t als Summe v on

quadratisc hen Ausdrüc k en gesc hrieb en w erden und ergibt eb enfalls einen quadratisc hen

T erm F

ges

( t ) = X � t

2

+ Y � t + Z . Da sic h X als Summe aus lauter p ositiv en W erten x

darstellt, ist auc h X gröÿer als Null.

Es ist n un absc hlieÿend zu klären, w elc he W erte für t in der Gesam tformel F

ges

( t )

zugelassen sind. Dann k ann das globale Minim um des T erms und damit die minimierende

V ersc hiebung v on f b estimm t w erden.

Die zulässige W ertemenge ist ein In terv all der F orm [0 ; t

+

] , denn t b esc hreibt die Länge

einer V ersc hiebung aus einer initialen Ev en tpunktlage heraus. Der W ert t

+

en tspric h t

genau dem Betrag, um den f aus der Initiallage nac h rec h ts v ersc hob en w erden k ann,

bis erneut ein Ev en tpunkt erreic h t ist. Dann ändert sic h die In terv allein teilung, und die

Berec hn ungen m üssen v on v orne b eginnen.

F ormal läÿt sic h t

+

so b esc hreib en: Sei R

f g

die Menge aller P aare v on b enac h barten

Üb ergangsstellen v on f und g in dieser Reihenfolge. (Es in teressieren n ur die Streifen, die

links v on einer Üb ergangsstelle v on f und rec h ts v on einer v on g b egrenzt sind, denn f

wird nac h rec h ts v ersc hob en. In Abbildung 2.8(a) gibt es genau 3 Streifen dieser Art; sie

sind am un teren Ende sc h w arz markiert.) Dann ist

t

+

= min f r � l 2 R : r > l ^ ( l ; r ) 2 R

f g

g :

Gesuc h t ist also das Minim um v on F

ges

( t ) in [0 ; t

+

] . Dazu ist die lok ale Minim umstel-

le t

0

zu b estimmen. Liegt sie auÿerhalb v on [0 ; t

+

] , so ist das Ergebnis der kleinere der

b eiden F unktionsw erte an den In terv allrändern.

Die Gesam tprozedur m uÿ für jede Ev en tpunktlage v on f (b ei v orher fest gew ählter

Lage v on g ) durc hgeführt w erden. Sie ist im Algorithm us 1 für b eliebige stüc kw eise lineare,

p -p erio disc he F unktionen zusammengefaÿt.

Für jede Ausgangslage v on f (Zeile 3) ist also ein Plane Swe ep durc hzuführen. Der

W ert t

+

, der ja erst am Ende des Sw eeps (Zeile 9) b enötigt wird, k ann parallel im gleic hen

Durc hlauf b estimm t w erden, indem für jedes Streifenin terv all (Zeile 5) geprüft wird, ob

seine Ränder zu R

f g

gehören, und der aktuelle Minimalw ert t

+

gegeb enenfalls aktualisiert

wird.

Der Plane Sw eep ist in linearer Zeit O ( m + n ) durc hführbar. Da es für fest v orgegeb e-

nes g genau m � n Ev en tpunktlagen für f gibt (Sc hritt 3), erhält man einen Gesam taufw and

v on O ( mn � ( m + n )) .

Der Algorithm us k ann als stark e V erallgemeinerung der v on Arkin et. al in [A CH

+

91 ]

v orgestellten Minimierung des L

2

-Abstandes stüc kw eise k onstan ter F unktionen aufgefaÿt

w erden. Während dort gezeigt wurde, daÿ es für den F all v on T repp enfunktionen gen ügt,

die m � n P ositionen gemeinsamer Üb ergangsstellen zu b etrac h ten, k ann b ei allgemeineren

stüc kw eise line ar en F unktionen (die auc h Sprünge hab en dürfen) das L

2

-Minim um auc h

zwisc hen solc hen kritisc hen Stellen liegen. Man erhält den stüc kw eise linearen F all in den

Gleic h ungen (2.3) mit a = c = 0 zu F ( t ) = ( b � d )

2

� ( r � l ) = c onst , w ob ei b und d die

(lok alen) k onstan ten F unktionsw erte im Streifen v on l bis r angeb en.
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Algo rithmus 1 Minimierung der L

2

-Norm zwisc hen stüc kw eise linearen F unktionen un ter

w aagerec h ten V ersc hiebungen

Eingab e: f , g stüc kw eise linear und p -p erio disc h

Ausgab e: min

t 2 [0 ;p ]

R

p

0

( f ( x � t ) � g ( x ))

2

dx

1: Fixiere eine Lage v on g

2: min := unde�niert

3: Für jede Lage v on f , in der eine gemeinsame Üb ergangsstelle mit g existiert

4: X := Y := Z := 0

5: Für jedes Streifenin terv all [ l ; r ] b enac h barter Üb ergangsstellen

6: Bestimme F ( t ) := x � t

2

+ y � t + z gemäÿ F ormel (2.3) = � L

2

-Norm zwisc hen

den Kurv en im aktuellen Streifen als F unktion des V ersc hieb eparameters � =

7: X := X + x , Y := Y + y , Z := Z + z

8: t

0

:= �

Y

2 X

= � Stelle des lok alen Minim ums v on F

ges

( t ) = X � t

2

+ Y � t + Z , der

L

2

-Norm in [0 ; p ] als F unktion des V ersc hieb eparameters � =

9: F alls t

0

=2 [0 ; t

+

] dann

10: F alls F

ges

(0) < F

ges

( t

+

) dann

11: t

0

:= 0

12: sonst

13: t

0

:= t

+

= � F

ges

( t

0

) ist die minimale L

2

-Norm für die aktuelle Ausgangslage v on f � =

14: F alls min = unde�niert o der F

ges

( t

0

) < min dann

15: min := F

ges

( t

0

)

16: Ergebnis: min

2.1.4.2 Startpunktausw ahl

Die zw eite Möglic hk eit zur näherungsw eisen Berec hn ung der PKF-Metrik ist, un ter den

W erten des Rotationsparameters t in De�nition 2.3 eine Ausw ahl zu tre�en.

Blic k en wir no c h einmal zurüc k auf den Beginn v on Absc hnitt 2.1.3.2. Dort wurde

festgestellt, daÿ für zw ei k ongruen te P olygone die P olark o ordinatenfunktionen genau dann

iden tisc h sind, w enn eines der P olygone so gedreh t wird, daÿ k orresp ondierende Punkte

auf der P eripherie dem gleic hen Wink elparameter ' zugeordnet w erden. Sie en tsprec hen

den Startpunkten der (v ersc hob enen) F unktionen pkf . Es ist naheliegend, in der Praxis

die Eckpunkte der P olygone als solc he Startpunkte zu b en utzen und üb er deren Ausw ahl

zu minimieren. Dafür spric h t,

a) daÿ sie in einem Laserscan leic h t iden ti�zierbar sind (sofern ihr Innen wink el deutlic h

v ersc hieden v on 180

�

ist; siehe auc h w eiter un ten Punkt �Sp ezielle Kriterien für die

Startpunkt w ahl � )

b) und daÿ es n ur O ( n � m ) solc he Startpunktpaare gibt (für P olygone mit n bzw. m

Ec k en), die sic h e�zien t durc hprobieren lassen.

Man b eac h te, daÿ bisher stets aus der Sic h t (näherungsw eise) kongruenter P olygo-

ne argumen tiert wurde und w as dafür getan w erden m uÿ, um ihre Üb ereinstimm ung zu

erk ennen. Für (in tuitiv) nic h t ähnlic he P olygone mac h t es k einen Sinn, nac h k orresp on-

dierenden Startpunktpaaren zu suc hen. Die Besc hränkung auf Ec k en als Startpunkte m uÿ
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hier im Rahmen der F reiheit gesehen w erden, die eine Ähnlic hk eitsfunktion b ei der F est-

legung der F unktionsw erte für ihre Argumen te hat (vgl. Absc hnitt 1.3.3). Möglic herw eise

gibt es zw ar auÿer den Ec kpunkten no c h andere Startpunkte auf der P eripherie, für die

sic h die P olark o ordinatenfunktionen no c h w eniger un tersc heiden. Im Gegensatz zu einem

Matc hing-Algorithm us m uÿ ab er eine Ähnlic hk eitsfunktion nic h t un b edingt die P olygone

b estmöglic h aufeinander abbilden.

Bei diesem v ereinfac h ten Ansatz zur Berec hn ung der PKF-Metrik geh t die Dreiec ks-

ungleic h ung als wic h tige Metrik eigensc haft v erloren. Der Grund ist, daÿ b eim V ergleic hen

zw eier P olygonpaare ( A ; B ) und ( B ; C ) die Summe der Rotationswink el t

AB

und t

B C

zum

jew eiligen Ausric h ten zw eier Ec kpunkte aufeinander k einen gültigen Rotationswink el t

AC

darzustellen brauc h t. Dreh t man also A um t

AB

+ t

B C

, so gibt es im allgemeinen k ein

Ec kpunktpaar v on A und C , das hierdurc h bis auf V ersc hiebung auf demselb en (b ei p

startenden) Strahl liegen würde.

Daher m uÿ man sic h mit der Eigensc haft b egn ügen, daÿ die Ähnlic hk eitsfunktion zu-

mindest in tuitiv e Ähnlic hk eit mo delliert. Die Metrik eigensc haften der Iden tität (1.4) und

der Symmetrie (1.3) bleib en auc h b ei der Einsc hränkung auf Ec k en als Startpunkte er-

halten.

Sp ezielle Kriterien für die Startpunkt w ahl. Um das sp ezi�sc he Bild, das ein Laser-

scanner v on seiner Umgebung liefert, angemessen zu in terpretieren, k ann man die Ausw ahl

v on Startpunkten w eiter einsc hränk en.

Da die Startpunkte durc h die Rotation eines der b eiden P olygone möglic hst gut auf-

einander abgebildet w erden, w erden sie als Kandidaten für k orresp ondierende Punkte

angesehen. Daher k ommen für sie n ur Punkte in F rage, die nic h t durc h Rausc hen o der

andere Laserungenauigk eiten en tstanden sind.

Bild 2.9 zeigt Startpunkte, die aufgrund ihrer Umgebung ungeeignet sind. In (a) b e-

steh t eine gewisse W ahrsc heinlic hk eit, daÿ der eingekreiste Punkt in Wirklic hk eit k ollinear

mit seinen b eiden Nac h barn liegt und daher als Ec kpunkt nic h t v ork ommen dürfte. In die-

sem F all gäb e es im anderen P olygon hö c hst w ahrsc heinlic h k eine En tsprec h ung für diesen

Punkt, und ein Matc hen würde fehlsc hlagen.

(b)(a)

Abbildung 2.9: Ungünstige Ec k en des Scan bildes als Startpunkte der PKF

In (b) läÿt die hohe Anzahl v on Meÿpunkten auf engem Raum darauf sc hlieÿen, daÿ

es sic h um eine v errausc h te Darstellung handelt. Selbst w enn im zw eiten P olygon eine

ähnlic he Situation v orläge und eine Punktk orresp ondenz prinzipiell möglic h w äre, so w äre
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die Ausw ahl des en tsprec henden Punktes mit groÿen Risik en bzw. F ehlern b ehaftet, da

v erm utlic h in einer ganzen Umgebung p oten tielle K orresp ondenzpunkte zu �nden w ären.

F olgende Punkte sind also als Startpunkte ungeeignet:

1. Punkte, die et w a k ollinear mit ihren Nac h barn liegen, d.h. an denen ein Innen wink el

v on et w a 180

�

b esteh t, und

2. Punkte, die v on ihren Nac h barn w eniger als eine b estimm te Sc hrank e en tfern t sind;

letztere sollte sic h ev en tuell an der Genauigk eit des Lasers orien tieren.

Startpunktausw ahl n ur in einem P olygon. Eine ganz andere Metho de zur Start-

punktausw ahl b etrac h tet den häu�gsten V ergleic hsfall b ei der Rob oterlok alisation: Ein

Anfragesk elett wird mit einem Zellsk elett v erglic hen. Beide un tersc heiden sic h gra vierend

in ihrer Qualität: Zellsk elette sind aufgrund exakter Daten (der F abrikumgebung) im Pre-

pro cessing en tstanden und liegen damit in un v errausc h ter F orm v or. Das Anfragesk elett

ist jedo c h aus einem Laserscan herv orgegangen und fehlerb ehaftet. Daher bietet es sic h

an, nic h t in b eiden P olygonen nac h Startpunkten zu suc hen, sondern im Zellsk elett einen

Punkt fest v orzugeb en. Dessen Ec kpunkte sind �ec h t � , w eshalb ein b eliebiger da v on sic h

� im F all der Ähnlic hk eit bzw. K ongruenz � auc h im Anfragesk elett wieder�nden wird.

Die Umk ehrung gilt nic h t: Ein Laserscanner-Bild liefert (selbst nac h einer en tsprec henden

Filterung) in der Regel mehr Punkte als real v orhanden.

Mit dieser V orgehensw eise ist die Ähnlic hk eitsfunktion zw ar nic h t mehr symmetrisc h,

w as ab er durc h die Ungleic hheit der Eingab ep olygone auc h nic h t sinn v oll ersc hein t.

Eigen tlic he Di�erenzb estimm ung. Jede der O ( m � n ) Ausw ahlen des V ersc hieb epa-

rameters t ergibt eine k onkrete Lage der Graphen v on pkf

A

und pkf

B

. Dafür ist n un no c h

die L

2

-Norm zu b estimmen.

Da die Gleic h ung der P olark o ordinatenfunktion sic h an jeder Üb ergangsstelle ändert,

m üssen in einem Plane Swe ep-V erfahr en die üb erlagerten F unktionen �durc hstreift � w er-

den. Jede Undi�erenzierbark eitsstelle de�niert einen Haltepunkt. Damit ist das In ter-

v all [0 ; 2 � ] in Absc hnitte [ '

l

; '

r

] aufgeteilt, innerhalb deren b eide F unktionen jew eils eine

feste Gleic h ung der F orm (2.1) hab en. Die gesam te In tegraldi�erenz k ann also üb er diese

Absc hnitte aufsummiert w erden.

Durc h die V erw endung der L

2

-Norm, die das Quadrat der Di�erenz der b eiden F unk-

tionen en thält, m uÿ man sic h k eine Gedank en üb er Sc hnittpunkte der Graphen mac hen,

die für die In tegralb erec hn ung w eitere Haltepunkte b edeuten würden. Daher k ann man

das In tegral direkt ausrec hnen und erhält mit c

1 ; 2

= sin �

1 ; 2

� j pP

i

j

1 ; 2

gemäÿ F ormel (2.1)

Z

'

r

'

l

�

c

1

sin( ' + �

1

)

�

c

2

sin( ' + �

2

)

�

2

d' =

Z

'

r

'

l

�

c

2

1

sin

2

( ' + �

1

)

+

c

2

2

sin

2

( ' + �

2

)

�

2 c

1

c

2

sin( ' + �

1

) � sin ( ' + �

2

)

�

d' =

�

� c

2

1

� cot ( ' + �

1

) � c

2

2

� cot( ' + �

2

) � 2 c

1

c

2

�

log sin( ' + �

2

) � log sin( ' + �

1

)

sin( �

1

� �

2

)

�

'

r

'

l
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für �

1

6= �

2

und

Z

'

r

'

l

�

c

1

� c

2

sin( ' + � )

�

2

d' =

�

� ( c

1

� c

2

)

2

� cot( ' + � )

�

'

r

'

l

für �

1

= �

2

=: � . Die tec hnisc hen Einzelheiten üb er das T ransformieren des globalen

W ertes ' 2 [0 ; 2 � ] auf den lok alen W ert ' 2 [0 ; � ] innerhalb eines Sektors sind hier

ausgelassen.

Alle Berec hn ungen zwisc hen zw ei Haltepunkten k önnen aufgrund k onstan t vieler

Sc hnittpunkte in k onstan ter Zeit durc hgeführt w erden. Damit ist die In tegralb erec hn ung

mit einem Zeitb edarf v on O ( m + n ) möglic h, denn es gibt m + n Haltepunkte (jede Ec k e

eines der b eiden P olygone stellt einen solc hen Punkt dar). Ben utzt man alle P aare v on

Ec k en der Eingab ep olygone als Startpunkte der P olark o ordinatenfunktionen, so erhält

man m � n In tegralb erec hn ungen.

2.1.4.3 K omplexität der Berec hn ung

Bei b eiden Berec hn ungsmetho den � der linearen Appro ximation und der diskreten Mini-

mierung durc h Startpunktausw ahl � sind zunäc hst der Kern, der Sc h w erpunkt und der

sp ezi�sc he Kernpunkt der Eingab ep olygone zu b estimmen. Wie gesehen, ist dies in der

Zeit O ( k � log k ) möglic h ( k = max( m; n ) ).

Die eigen tlic he Di�erenzb estimm ung k ostet eb enfalls für b eide V erfahren den gleic hen

Zeitaufw and: Für m � n Lagen der Graphen der b eiden P olark o ordinatenfunktionen sind

in der Zeit O ( m + n ) In tegraldi�erenzen zu b estimmen. Die Minimierung im Appro xima-

tionsv erfahren b enötigt dab ei nic h t mehr Zeit, da � wie wir gesehen hab en � die minimale

In tegraldi�erenz zwisc hen zw ei Ev en tpunktlagen in einem einzigen Durc hlauf üb er das

In terv all [0 ; 2 � ] b erec hnet w erden k ann, also in Zeit O ( m + n ) .

Der Gesam taufw and ist in T ab elle 2.2 zusammengefaÿt.

T eilsc hritt Zeitaufw and

1. Kern b erec hn ung 2 � O ( k � log k ) = O (( m + n ) � log( m + n ))

2. Sc h w erpunktb erec hn ung 2 � O ( k ) = O ( m + n )

3. Bestimm ung des 2 � O ( k ) = O ( m + n )

sp ezi�sc hen Kernpunktes

4. Di�erenzb estimm ung mn � O ( m + n ) = O ( mn � ( m + n ))

T ab elle 2.2: Laufzeit der Berec hn ungen zur PKF-Ähnlic hk eitsfunktion

Der Sp eic heraufw and ist dab ei linear: es m uÿ im w esen tlic hen der Kern gesp eic hert

w erden.

Wie in Absc hnitt 2.1.4.2 angedeutet, gen ügt es b ei un tersc hiedlic her Qualität der Ein-

gab ep olygone in der Rob oterlok alisation, n ur in einem der P olygone (dem v errausc h ten)

nac h k orresp ondierenden Startpunkten zu suc hen, w ährend im anderen P olygon dieser

Punkt festgehalten wird. Dann sind n ur k In tegralb erec hn ungen not w endig, und der Auf-

w and reduziert sic h auf O ( k log k + k � ( m + n )) = O (( m + n )

2

) .
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2.1.5 Eigensc haften der PKF-Ähnlic hk eitsfunktion; Ausblic k

Die Stärk en und Sc h w äc hen der v orgestellten Ähnlic hk eitsfunktion lassen sic h wie folgt

zusammenfassen:

Die PKF-Metrik miÿt die Ähnlic hk eit zw eier sternförmiger P olygone. Sie greift dab ei

aussc hlieÿlic h auf Abstände und Wink elgröÿen des P olygons zurüc k, die b ei T ranslatio-

nen und Rotationen nic h t v erändert w erden. Dadurc h ist die Metrik translations- und

rotationsin v arian t .

Will man b ewuÿt auf die Rotationsunabhängigk eit v erzic h ten und n ur v ersc hob ene

P olygone als k ongruen t zulassen, so w ählt man einen festen gemeinsamen Start wink el

für b eide P olygone. Der Aufw and zur eigen tlic hen Abstandsb erec hn ung wird dann linear;

zusammen mit der (immer no c h not w endigen) Kern b estimm ung ergibt sic h O (( m + n ) �

log( m + n )) .

Eine Sk alierung v erändert als Ähnlic hk eitstransformation innere Abstände, nic h t ab er

Wink elgröÿen innerhalb der P olygone. Dadurc h bleibt der sp ezielle Kernpunkt derselb e,

und der Graph der P olark o ordinatenfunktion wird senkrec h t nac h ob en o der un ten v er-

sc hob en. Mö c h te man hingegen die Ähnlic hk eitsfunktion auc h in v arian t un ter Sk alierungen

mac hen, so b etrac h te man als F unktionsw ert der PKF nic h t den (totalen) Abstand v om

Kernpunkt zum Randpunkt, sondern den Abstand im V erhältnis zum P olygon umfang:

~r ( ' ) =

c

sin( ' + � )

�

 

n

X

i =1

j P

i

P

i +1

j

!

� 1

mit P

n +1

:= P

1

:

Denn b ei einer Sk alierung eines P olygons um einen F aktor s w erden alle Abstände j pP

i

j

v om Kernpunkt um den F aktor s v erändert, wie auc h die Längen aller Seiten und daher

auc h der Umfang des P olygons. Somit ist der W ert ~r ( ' ) v on Sk alierungen un b erührt.

Anstatt laut De�nition üb er alle W erte des Rotationsparameters t zu minimieren,

wurden für die Praxis zw ei v ereinfac hende Möglic hk eiten zur Berec hn ung gezeigt: Zum

einen wurde aus der PKF-Metrik eine zw eite Metrik abgeleitet, die sic h exakt und e�zien t

b erec hnen läÿt, ab er et w as v on der In tuition ab w eic h t, die zur PKF geführt hatte. Zum an-

deren k ann man aus allen W erten v on t diejenigen ausw ählen, die den Ec k en der P olygone

en tsprec hen. In der zw eiten V arian te geh t die Eigensc haft der Dreiec ksungleic h ung

v erloren . Die Ähnlic hk eitsfunktion ist ab er p ositiv de�nit und symmetrisc h .

Die Berec hn ung der Ähnlic hk eit v on P olygonen üb er die PKF-Metrik erwies sic h als

sehr robust gegen üb er v errausc h ten Daten . Da es sic h b ei der Fläc he un ter einer

Kurv e gewissermaÿen um ein ganzheitliches Maÿ handelt, ist der lok ale Ein�uÿ v on Meÿ-

fehlern b egrenzt. Durc h die heuristisc he Suc he nac h einem sp eziellen Kernpunkt, wie in

Kapitel 2.1.3.1 v orgesc hlagen, sind dessen Lage und der daraus resultierende V erlauf des

Graphen der PKF relativ resisten t gegen üb er unglatten P olygonk an ten o der fehlerhaften

zusätzlic hen Ec kpunkten. Dies hat sic h in praktisc hen T ests b estätigt. Dazu wurden b eide

V arian ten der Ähnlic hk eitsfunktion implemen tiert; einige v ergleic hende Beispiele sind im

Anhang zu �nden.

Andere Erfahrungen wurden zum Beispiel mit der in [Maes94] v orgesc hlagenen P o-

lygondistanz üb er String-Matc hing gemac h t. Dort hab en redundan te Ec kpunkte un ter

Umständen negativ en Ein�uÿ auf das V ergleic hsergebnis. Siehe dazu auc h Absc hnitt 3.2.
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Zum Absc hluÿ no c h ein paar Bemerkungen zum Ausbau der PKF-Metrik zu einem

Matc hing-V erfahren. Die ausgew ählten sp eziellen Kernpunkte w erden b ei der PKF-Be-

rec hn ung implizit als K orresp ondenzpunkte angenommen. Man stellt sic h also zunäc hst

v or, die P olygone w erden üb ereinandergelegt, so daÿ diese Punkte zur Dec kung k ommen.

Ansc hlieÿend wird un ter den P arametern t derjenige ausgew ählt, für den die Dreh ung

des ersten P olygons A um t die b estmöglic he Annäherung v on pkf

A

an pkf

B

ergibt.

Der resultierende W ert t

min

en tspric h t dann einer Dreh ung v on A , b ei der die P olygone

b estmöglic h gematcht w erden, allerdings n ur un ter allen W erten v on t , üb er die minimiert

wurde.

Sind also p

A

und p

B

die b eiden b erec hneten sp eziellen Kernpunkte und t

min

der ge-

fundene W ert für t , so k ann folgende Ausgab e als Resultat eines Matc hingalgorithm us'

b etrac h tet w erden:

1. V ersc hieb e A um den V ektor

� � !

p

A

p

B

2. Drehe A gegen den Uhrzeigersinn um t

min

.

Wie b ereits in Absc hnitt 2.1.4.2 erläutert, ist b ei einer Einsc hränkung der p oten tiellen

Start wink el t auf solc he, die Ec k en der P olygone en tsprec hen, nic h t garan tiert, daÿ t

min

die optimale Rotation des P olygons A zum Matc hen auf B darstellt.

2.2 Ein �äc henorien tierter Ansatz

Die P olark o ordinatenfunktion eines P olygons ist nac h Angab e eines sp eziellen Kernpunk-

tes p b ereits eindeutig de�niert: der Abstand eines P eripheriepunktes zu p ist v on k einen

w eiteren F unktionsparametern abhängig. Dreh ungen des P olygons b edeuten n ur eine V er-

änderung der Lage des Horizon talstrahls relativ zum P olygon. Dieser Strahl, dem der

Wink el 0

�

zugewiesen wurde, ist v eran t w ortlic h dafür, w o die Messung des Kernpunktab-

standes und damit die Aufzeic hn ung der PKF b eginn t. Eine P olygondreh ung en tsprac h

dadurc h lediglic h einer w aagerec h ten V ersc hiebung des F unktionsgraphen.

Diese einfac he F orm der Rotationsabhängigk eit ist leider nic h t selbstv erständlic h. Wir

w erden in diesem Absc hnitt eine Besc hreibung eines P olygons durc h eine F unktion ange-

b en, die v on mehreren P arametern abhängt. Deren V eränderung hat w esen tlic h w eitrei-

c hendere K onsequenzen auf den Graphen als n ur eine Horizon talv ersc hiebung.

Viele Darstellungsfunktionen b esc hreib en ein P olygon, indem jedem Punkt en tlang

der P eripherie ein W ert zugewiesen wird. Wir w ollen allgemein eine solc he F unktion abso-

lut nennen, w enn der F unktionsw ert n ur v om Argumen t und k einem w eiteren P arameter

abhängt. Andere F unktionen, wie die folgende Flächeninhaltsfunktion , legen auf der P e-

ripherie einen Nullpunkt fest (ein P arameter der F unktion) und liefern als W ert einen bis

zum aktuellen P eripheriepunkt akkum ulierten Betrag zurüc k, z.B. einen üb erstric henen

Fläc heninhalt. Es wird sic h zeigen, daÿ eine auf diese W eise zusätzlic h parametrisierte

F unktion n ur mit groÿem Aufw and und erheblic hen Einsc hränkungen handhabbar ist.

Die Berec h tigung, sic h denno c h ausführlic h damit zu b esc häftigen, liegt o�en bar darin,

daÿ der folgende Ansatz in tuitiv sehr naheliegend ist.
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2.2.1 Die Fläc heninhaltsfunktion

In Absc hnitt 2.1.1 wurde die P olark o ordinatenfunktion aus der Arb eitsw eise eines Laser-

scanners so abgeleitet: Der Laserstrahl liefert in regelmäÿigen Wink elabständen En tfer-

n ungsmeÿpunkte zurüc k, die als F unktion v om Wink el aufgetragen w erden.

Eine andere In terpretation b etrac h tet den v om Laserstrahl üb erstric henen Fläc henin-

halt. Analog zur P olark o ordinatenfunktion m uÿ dazu ein Startpunkt auf der P eripherie

v orgegeb en w erden, an dem die Messung des Fläc heninhalts b eginn t. Nac h einem v ollen

Umlauf des Laserstrahls ist die üb erstric hene Fläc he gleic h der des gesam ten P olygons.

Wir w erden erneut den Wink el gegen üb er einer v orgegeb enen Nullric h tung als die

Gröÿe w ählen, v on der die Meÿgröÿe abhängig gemac h t wird. Zu einer Alternativ e dazu

siehe Absc hnitt 2.3.3.

Der üb erstric hene Fläc heninhalt wird also als F unktion einer reellen Zahl aus [0 ; 2 � [

dargestellt. Ein Beispiel dazu zeigt Abbildung 2.10.

P

1

p

P

4

P

2

P

3

(a)

'

A ( ' )

(b)

Abbildung 2.10: Ein P olygon (a) und der üb erstric hene Fläc heninhalt A (startend in P

1

)

als F unktion v om Strahlwink el ' (b)

Es ergibt sic h folgende v erbale De�nition:

De�nition 2.6 (Fläc heninhaltsfunktion) Sei P = ( P

1

; : : : ; P

n

) ein sternförmiges Po-

lygon mit Flächeninhalt A

P

, einem Kernpunkt p und einem Peripheriepunkt P

1

( Start-

punkt ).

Die A bbildung f : [0 ; 2 � [ � ! [0 ; A

P

[ , die einem Winkel ' den vom Str ahl p ! P

1

b ei

der Dr ehung um ' ge gen den Uhrzeigersinn üb erstrichenen Flächeninhalt zuweist, heiÿt

Flächeninhaltsfunktion (A bk. FIF ) von P (b ez. p ).

Für ' = 2 � ist die F unktion formell nic h t de�niert. Der P eripheriepunkt, der diesem

Wink el en tspric h t, ist der Punkt P

1

, an dem der Laserstrahl seine Bew egung b eginn t.
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Daher ist der üb erstric hene Fläc heninhalt dort Null. W egen lim

' ! (2 � )

�

f ( ' ) = A

P

setzen

wir f ab er durc h f (2 � ) := A

P

fort (siehe auc h Punkt �Stetigk eit � in folgendem Absc hnitt).

Zur Berec hn ung einer no c h zu de�nierenden Metrik ist erneut eine lineare Appro xima-

tion dieser F unktion v on In teresse. Dazu v erbinden wir wieder b enac h barten Üb ergangs-

stellen des F unktionsgraphen durc h Strec k en, d.h. alle die Stellen, die einem Ec kpunkt

des P olygons en tsprec hen.

De�nition 2.7 (linear appro ximierte Fläc heninhaltsfunktion) Es gelten die V or-

aussetzung aus De�nition 2.6 für ein Polygon P mit der Flächeninhaltsfunktion f . Die

line ar appr oximierte Flächeninhaltsfunktion (A bk. FIF

lin

) entsteht dur ch das V er-

binden der Üb er gangsstel len des Gr aphen von f dur ch Ger adense gmente.

Die Appro ximationskurv e ist in Bild 2.10(b) dünn eingezeic hnet. Zur F rage des Einfügens

zusätzlic her Stützstellen und zu Appro ximationsfehlern siehe Kapitel 2.2.3, Absc hnitt

�Monotonie � .

2.2.2 Analytisc he Besc hreibung

Die F unktionsw erte der (nic h tappro ximierten) FIF erhält man wie folgt: Der Fläc henin-

halt, den der Strahl v on p b ei Dreh ung gegen den Uhrzeigersinn bis zum Erreic hen des P e-

ripheriepunktes P üb erstreic h t, ist die Summe der Inhalte aller v ollständig üb erstric henen

Dreiec k e und des Fläc heninhalts A ( ' ) v on Dreiec k 4 pP

i

P . Mit den in Abbildung 2.11(b)

P

i

P

i +1

P

p

(a)

P

i +1

p

P

i

P

�

�

r ( ' )

'

"




s

(b)

Abbildung 2.11: Sektorenzerlegung eines P olygons (a); ein Aussc hnitt (b)

b ezeic hneten Gröÿen gilt:

A ( ' ) =

1

2

� s � r ( ' ) � sin ' =

1

2

� s �

s � sin �

sin ( ' + � )

� sin ' = c �

sin '

sin( ' + � )

; (2.4)
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w ob ei c := 1 = 2 � s

2

� sin � alle innerhalb eines Sektors k onstan ten Gröÿen en thält. Wie b ei

der PKF ist ' hier zunäc hst ein lok aler Wink el im Sektor. Später m uÿ v om Argumen t

aus [0 ; 2 � ] der FIF der Anfangswink el desjenigen Sektors abgezogen w erden, in den der

Strahl mit Wink el ' zeigt.

Eb enso ist A ( ' ) n ur der lok ale Fläc heninhalt. Da die FIF eine �akkum ulierende � (d.h.

im Sinne der Einleitung zu Absc hnitt 2.2 k eine absolute ) F unktion ist, gilt für den F unk-

tionsw ert eines Wink els ' , dessen zugehöriger Strahl die P olygonp eripherie zwisc hen P

k

und P

k +1

sc hneidet:

f ( ' ) =

k � 1

X

i =1

A

i

+ A ( ' ) ; (2.5)

w enn A

i

der Fläc heninhalt des Dreiec ks 4 pP

i

P

i +1

ist.

Der Ausdruc k r ( ' ) aus F ormel (2.4) en tspric h t genau dem lok alen F unktionsw ert der

P olark o ordinatenfunktion, der in Gleic h ung 2.1 angegeb en wurde. Das läÿt auf einen Zu-

sammenhang zwisc hen der PKF und der FIF sc hlieÿen, der in Absc hnitt 2.3.1 b ehandelt

wird.

2.2.3 Eigensc haften der Fläc heninhaltsfunktion

Die FIF ist durc h sehr sp ezielle analytisc he Merkmale gek ennzeic hnet.

Stetigk eit, Di�erenzierbark eit. Die Anzahl der Üb ergangsstellen zwisc hen v ersc hie-

denen Absc hnitten des Graphen der Fläc heninhaltsfunktion (innere Punkte in Abbil-

dung 2.10(b)) ist gleic h der Anzahl der Ec k en des P olygons v ermindert um eins. Auc h an

diesen Stellen ist die F unktion stetig und di�erenzierbar:

Die Stetigk eit im In terv all [0 ; 2 � ] folgt daraus, daÿ für einen Ec kpunkt P

k

mit zuge-

hörigem Strahlwink el �

k

gilt:

lim

' ! ( �

k

)

�

f ( ' ) = lim

' ! ( �

k

)

+

f ( ' ) =

k � 1

X

i =1

A

i

= f ( �

k

) :

Mit der F ortsetzung der F unktion im Ansc hluÿ an De�nition 2.6 gilt für alle P olygone:

f (0) = 0 , f (2 � ) = A

P

.

Die F unktion ist in ganz [0 ; 2 � ] sogar (einmal) stetig di�er enzierb ar , denn an den

Rändern zw eier b enac h barter Absc hnitte gilt für die jew eiligen lok alen Fläc heninhalts-

funktionen f

1

und f

2

in den P olygonsektoren 4 pP

i

P

i +1

und 4 pP

i +1

P

i +2

:

f

0

1

( �

1

) = f

0

2

(0) =

1

2

� j pP

i +1

j

2

:

Im Gegensatz zur P olark o ordinatenfunktion en tstehen also an den Üb ergängen zwisc hen

b enac h barten De�nitionsabsc hnitten der F unktion k eine Knic kstellen (siehe Bild 2.10(b)).

In Absc hnitt 2.3.1 w erden wir die Ableitung der F unktion genau angeb en.

Aus der Stetigk eit der FIF folgt sofort die Stetigk eit der FIF

lin

, denn sie ist aus den

Stützstellen w erten der FIF linear zusammengesetzt. Die Di�erenzierbark eit geh t natürlic h

v erloren.
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Ausnahmen der Di�erenzierbark eit sind wiederum dann gegeb en, w enn der Punkt p

auf dem Rand des Kerns liegt. Der Graph der Fläc heninhaltsfunktion hat dann für die

Wink elargumen te, die den k ollinearen Kan ten en tsprec hen, eine Undi�erenzierbark eits-

stelle. Die Stetigk eit bleibt dort jedo c h erhalten, da der Fläc heninhalt sic h nic h t ändert,

w enn der Endpunkt des Laserstrahles (in idealisierter V orstellung) auf der k ollinearen

Kan te en tlangw andert. Man b eac h te, daÿ die Entfernung zu p sehr w ohl w äc hst o der

fällt, w eshalb die PKF an solc hen Stellen unstetig ist.

Monotonie. Aufgrund der Herkunft der FIF ist klar, daÿ sie im gesam ten De�nitions-

in terv all [0 ; 2 � ] streng monoton w ac hsend ist. Dafür ist es auc h v on Bedeutung, daÿ der

Punkt P

1

in Abbildung 2.10(a) zw ei Rollen b ei der De�nition der F unktion üb ernimm t:

� Er ist der A usgangspunkt für die Messung des üb erstric henen Fläc heninhalts. An

diesem Punkt wird die Bogenlänge als Null de�niert.

� Er ist der Punkt, dem der Fläc heninhalt Null zugewiesen wurde ( Nul lpunkt ).

Es w äre auc h denkbar, diese Rollen zu trennen. Dann hätte der Graph der FIF an der

Stelle ' (mit 0 < ' < 2 � ), an der der Nullpunkt üb erstric hen wird, einen Sprung auf

Null, und es gälte dann f (0) > 0 .

Da es sic her eher der In tuition en tspric h t, an dem Punkt den Fläc heninhalt als Null

zu de�nieren, an dem man dessen Messung b eginn t, ist es sinn v oll, die b eiden genann ten

Eigensc haften in einem Punkt (�Startpunkt � ) zu v ereinen. Denno c h hat die Fläc henin-

haltsfunktion die b eiden ob enstehenden P arameter; sie ist also k eine absolute F unktion

im Sinne der Einleitung zu Kapitel 2.2. Das wird negativ e F olgen für die E�zienz der

Berec hn ung einer daraus resultierenden Ähnlic hk eitsfunktion hab en.

In De�nition 2.6 wurde v om Punkt p ausdrüc klic h nic h t v erlangt, daÿ er im Innern

des Kerns liege. Die strenge Monotonie bleibt erhalten, w enn p k ollinear mit einer P oly-

gonk an te ist.

Durc h die strenge Monotonie treten im Kurv en v erlauf k eine Minima auf, an denen sic h

zusätzlic he Stützstellen für eine lineare Appro ximation an bieten würden. Aus der Herlei-

tung der F unktion ist unmittelbar einsic h tig, daÿ der Graph (zwisc hen zw ei Üb ergangs-

stellen) die Appro ximationsgerade genau dann sc hneidet, w enn � < � = 2 und 
 < � = 2 gilt

(v ergleic he Abbildung 2.11(b)), denn genau dann b e�ndet sic h der F uÿpunkt des Lotes

v on p auf die Gerade durc h P

i

und P

i +1

im Innern der Strec k e P

i

P

i +1

.

2

In Bild 2.10(a) ist

das b ei den Strec k en P

1

P

2

und P

4

P

1

der F all.

Der ungünstigste F all für den F ehler b ei der linearen Appro ximation liegt v or, w enn

die angegeb ene Bedingung nic h t erfüllt ist. Dann wird der Fläc hen zuwachs en tlang der

P olygonk an te en t w eder immer gröÿer ( � > 90

�

, die exakte Kurv e ist k on v ex) o der im-

mer kleiner ( 
 > 90

�

, die exakte Kurv e ist k onk a v) und ist nic h t k onstan t, wie es eine

Appro ximationsgerade suggeriert. Bild 2.12 zeigt diese Fälle und den V erlauf der Fläc hen-

inhaltskurv e in den jew eiligen Sektoren.

2

Dies ist genau die Bedingung dafür, daÿ b ei den Kurv enabsc hnitten der PKF ein lok ales Minim um

v orliegt. Zum genauen Zusammenhang siehe Absc hnitt 2.3.2.2.
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P

i

p

� > 90

�


 > 90

�

P

i +1

�

�




p

�

P

i

�

P

i +1




Abbildung 2.12: K on v exer o der k onk a v er V erlauf der FIF

T ranslation, Rotation, Sk alierung, Startpunkt w ahl. Die F unktion f ist v on einer

T ranslation des Eingab ep olygons un b erührt, da n ur Fläc heninhalte b etrac h tet w erden.

Gleic hes gilt für Rotationen, w enngleic h die Rotationsabhängigk eit implizit in F orm der

Abhängigk eit v om Startpunkt zum Ausdruc k k omm t. Man hätte auc h � wie b ei der P olar-

k o ordinatenfunktion � v erein baren k önnen, daÿ et w a P

1

stets der Ec kpunkt mit kleinstem

F ahrstrahlwink el gegen üb er der Horizon talen sein soll. Dann w äre der Startpunkt festge-

legt, ab er der F unktionsgraph n unmehr rotationsabhängig.

Die Abhängigk eit v on der Fixierung eines Startpunktes ist tatsäc hlic h nic h t zu b esei-

tigen; wir w erden im näc hsten Kapitel b ei der De�nition der Flächeninhaltsdistanz daher

üb er die W ahl dieses Punktes minimieren m üssen.

Durc h eine Sk alierung eines P olygons v erändert sic h zw ar f (0) = 0 am link en Rand

des De�nitionsin terv alls der Fläc heninhaltsfunktion nic h t, ab er f (2 � ) = A

P

w äc hst, w o-

durc h der Graph der F unktion sic h nac h ob en o der nac h un ten v erlagert. Sie ist also

sk alierungssensitiv, wie es in der Rob oterlok alisation erwünsc h t ist.

2.2.4 Die Fläc heninhaltsdistanz

Nac hdem wir P olygone in eine �äc heninhaltsb ezogene funktionale Darstellung gebrac h t

hab en, k önnen die resultierenden F unktionsgraphen mit einem b ereits existierenden Di-

stanzmaÿ v erglic hen w erden. Um die Bestimm ung der Fläc heninhaltsfunktion eines P oly-

gons eindeutig zu mac hen (abgesehen v on der W ahl des Startpunktes P

1

), ist wiederum

der P arameter p der F unktion zu �xieren � der sp ezielle Kernpunkt. Dab ei gelten genau

dieselb en Kriterien wie b ei der P olark o ordinatenfunktion in Kapitel 2.1.3.1. F estlegung 2.2

auf Seite 24 gilt also en tsprec hend.

2.2.4.1 Die FIF als quasip erio disc he F unktion

Bei der Besprec h ung der Monotonieeigensc haften wurde festgestellt, daÿ die Fläc hen-

inhaltsfunktion im Grunde v on zw ei P arametern abhängt: dem Ausgangspunkt für die
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Messung der Fläc he und dem Nullpunkt. Diese Punkte, die im allgemeinen irgendw o auf

der P eripherie des P olygons liegen, k önnen nic h t rotationsunabhängig �xiert w erden. Bei

der späteren Ableitung einer Metrik m üssen also alle W ahlen dieser Punkte b erüc ksic h tigt

w erden. Dab ei gilt:

� Eine V eränderung des Meÿausgangspunktes b ewirkt eine w aagerec h te V ersc hiebung

des Graphen der FIF

� Eine V eränderung des Meÿn ullpunktes b ewirkt eine senkrec h te V ersc hiebung des

Graphen der FIF

Dieser Sac h v erhalt ist in Bild 2.13 am Beispiel der linear appro ximierten FIF dargestellt:

Bei Bew egungen jew eils ge gen den Uhrzeigersinn v ersc hiebt sic h der Graph v on f nac h

links bzw. nac h un ten.

f ( ' )

2 �

'

P

1

O

p

A

P

(a)

p

P

1

O

f ( ' )

A

P

2 �

'

(b)

Abbildung 2.13: V ersc hiebung des Meÿausgangspunktes P

1

(a) und des Meÿn ullpunk-

tes O (b) gegen üb er Abbildung 2.10 (jew eils gegen den Uhrzeigersinn)

Es wurde b ereits darauf hingewiesen, daÿ aus praktisc hen Gründen der Meÿausgangs-

punkt und der -n ullpunkt stets in einem Punkt P

1

v erein t sein sollen, wie das auc h in

Abbildung 2.10 der F all ist. Eine V eränderung dieses Punktes b ewirkt dann eine Üb er-

lagerung der b eiden in Bild 2.13 dargestellten Bew egungen, also eine diagonale V ersc hie-

bung des Graphen v on f . Aufgrund der b eiden F unktionen v on P

1

m uÿ dab ei stets der

Punkt (0 ; 0) zu f gehören. Daher ist die V ersc hiebungsric h tung immer durc h den Anstieg

der Kurv e in dem Punkt gegeb en, der aktuell im Ursprung liegt; im F all der FIF

lin

ist es

der Anstieg des Segmen ts, das momen tan durc h den Ursprung geh t ( Ursprungsse gment ).

Dab ei w andert der Punkt (0 ; 0) gegen die V ersc hiebungsric h tung auf der Kurv e en tlang.

Bei der FIF

lin

ist die V ersc hiebungsric h tung k onstan t, bis der anfänglic he Punkt (0 ; 0) mit

einem der Stützpunkte zusammenfällt. Dann ändert sic h die V ersc hiebungsric h tung en t-

sprec hend dem neuen Ursprungssegmen t. Auf diese W eise ist sic hergestellt, daÿ der Graph

stets durc h die Punkte (0 ; 0) und (2 � ; A

P

) v erläuft � zw ei In v arian ten der F unktion.

Hat der Punkt P

1

einen v ollen Umlauf auf der P olygonp eripherie zurüc kgelegt, so ist

der anfänglic he Punkt (2 � ; A

P

) des Graphen v on f in den Ursprung gew andert.
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Um die im Bild zu erk ennenden Unstetigk eitsstellen durc h das V ersc hieb en zu um-

gehen, setzen wir die Fläc heninhaltsfunktion geeignet fort. Da 0 = f (0) 6= f (2 � ) = A

P

gilt, ist eine p erio disc he F ortsetzung ungünstig. Vielmehr m uÿ der Graph z.B. im In ter-

v all [2 � ; 4 � ] lüc k enlos an den Punkt (2 � ; A

P

) ansc hlieÿen. Dies erreic h t man durc h eine

Absc h w äc h ung der P erio dizität:

De�nition 2.8 (Quasip erio dizität) Eine F unktion f : R � ! R heiÿt p -quasip erio-

disch , wenn es eine Konstante c gibt mit

8

x

f ( x + p ) � f ( x ) = c:

p heiÿt Quasip erio de , c Perio denversatz von f .

Es gilt also f ( x + k � p ) = f ( x ) + k � c für alle k 2 Z . Im F all c = 0 ist f p -p erio disc h.

Beispiele quasip erio disc her (ab er nic h t p erio disc her) F unktionen sind f ( x ) = sin x + x

( p = c = 2 � ) und die In tegerfunktion f ( x ) = [ x ] ( p = c = 1 ).

Wir setzen n un die Fläc heninhaltsfunktion quasip erio disc h mit Quasip erio de 2 � fort;

der P erio den v ersatz b eträgt f (2 � ) � f (0) = A

P

:

F estlegung 2.9 Die Flächeninhaltsfunktion f : [0 ; 2 � ] � ! [0 ; A

P

] sei auf ganz R dur ch

f ( x

0

+ k � 2 � ) := f ( x

0

) + k � A

P

für x

0

2 [0 ; 2 � ] , k 2 Z

6=0

eindeutig fortgesetzt.

2.2.4.2 V ersuc h zur De�nition einer Ähnlic hk eitsfunktion

Die Ähnlic hk eit zw eier P olygone soll üb er einen V ergleic h ihrer Fläc heninhaltsfunktionen

b estimm t w erden. Dazu v erw enden wir wie b ei der PKF die In tegralnorm der Ordn ung 2

für stetige F unktionen ( L

2

-Norm).

Dab ei ist der Abstand üb er die W ahl des Startpunktes P

1

in b eiden P olygonen zu

minimieren. Es gen ügt nic h t, diesen P arameter n ur in einem P olygon zu v erändern, da die

V ersc hiebungsric h tungen für die b eiden Fläc heninhaltsfunktionen v ersc hieden sind. Man

k ann also nic h t et w a die V ersc hiebung des einen Graphen durc h eine en tgegengesetzte

V ersc hiebung des anderen ausdrüc k en.

Für einen b eliebigen P arameter r 2 R b ezeic hne f

r

diejenige F unktion, die aus der

Fläc heninhaltsfunktion f (mit fester W ahl v on P

1

) durc h eine V ersc hiebung gemäÿ Ab-

sc hnitt 2.2.4.1 nac h links un ten herv orgeh t, und zw ar mit einem V ersc hiebungsb etrag v on

genau r in x -Ric h tung. Ist also ( x; y ) ein Punkt v on f , der durc h die V ersc hiebung zu f

r

auf den Punkt ( x

0

; y

0

) (auf dem Graphen v on f

r

) abgebildet wurde, so gilt: x � x

0

= r .

Aufgrund der Quasip erio dizität v on f ist klar, daÿ r n ur im In terv all [0 ; 2 � ] b etrac h tet

zu w erden brauc h t, denn der T erm f

r

ist 2 � -p erio disc h in r .

Da sic h die V ersc hiebungsric h tungen b ei einem Umlauf v on P

1

an allen Ec kpunkten

(d.h. an allen Üb ergangsstellen im Graphen) ändern, ist eine gesc hlossene Darstellung

für f

r

mittels f sc h wierig. Wie wir in Kapitel 2.2.4.4 sehen w erden, gen ügt es, innerhalb

eines In terv alls zw eier b enac h barter Üb ergangsstellen f

r

analytisc h zu b esc hreib en. Die

Darstellung v on f

r

in [0 ; 2 � ] ergibt sic h dann als Summe solc her In terv allgleic h ungen.

Bereits hier zeigt es sic h, daÿ durc h die b eiden P arameter der Fläc heninhaltsfunktion

� der Meÿausgangspunkt und der Nullpunkt � die Ableitung einer sinn v ollen P olygon-

distanz sehr k omplex wird. Die Auswirkungen der V eränderung dieser P arameter sind

mathematisc h rec h t aufw endig zu form ulieren. Daher soll zunäc hst v ersuc hsw eise eine

Ähnlic hk eitsfunktion de�niert w erden:
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De�nition 2.10 (V ersuc h) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für die nach

dem V erfahr en vom Be ginn des A bschnitts 2.2.4 jeweils ein sp eziel ler Kernpunkt festgele gt

wur de. Die diesb ezüglichen Flächeninhaltsfunktionen seien f und g mit b eliebig �xierten

Startpunkten P

1

.

Die A bbildung

s ( A ; B ) := min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

L

2

( f

r

; g

t

) = min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

s

Z

2 �

0

�

f

r

( x ) � g

t

( x )

�

2

dx

heiÿt Flächeninhaltsdistanz für sternförmige Polygone.

Im Sinne v on Absc hnitt 1.3.2 handelt es sic h dab ei natürlic h um eine Ähnlic hk eitsfunktion

(und k eine Distanzfunktion in der strengen Bedeutung). Aus lexik alisc hen Gründen soll

ab er hier v on der Fläc heninhalts distanz gespro c hen w erden.

Metrik eigensc haften. Leider lassen sic h b ei dieser De�nition nic h t alle Metrik eigen-

sc haften nac h w eisen. Die Iden titätseigensc haft s ( A ; B ) = 0 ( ) A = B k ann wie im

Satz 2.13 aus Absc hnitt 2.2.4.3 w eiter hin ten b ewiesen w erden. Die Symmetrie ergibt sic h

daraus, daÿ der T erm für s ( A ; B ) symmetrisc h in f

r

und g

t

ist, es ist also nic h ts zu zeigen.

Die Dreiec ksungleic h ung gilt im allgemeinen nic h t. Wir zeigen diesen Sac h v erhalt hier

n ur für die linear appro ximierte Fläc heninhaltsfunktion FIF

lin

. Man b etrac h te als Beispiel

Abbildung 2.14. Dort sind drei zum T eil v errausc h te gleic hseitige Dreiec k e un tersc hiedli-

B C

A

Abbildung 2.14: Zur V erletzung der Dreiec ksungleic h ung

c her Gröÿe angegeb en. Der sp ezielle Kernpunkt p liege im zw eiten P olygon aufgrund des

Rausc hens nah am Rand der un teren Seite. Abbildung 2.3 auf Seite 24 w eiter v orne er-

läutert die V eränderungen des Kerns, die zu solc hen extremen Kernpunktv ersc hiebungen

führen. Zur V ereinfac h ung der Rec hn ung wird das P olygon B jedo c h als Dreiec k ange-

nommen, w as das Endergebnis n ur quan titativ b eein�uÿt; siehe auc h folgender Absatz.

Die zugehörigen FIF

lin

-Graphen f , g und h v on A , B und C erfüllen die Eigensc haft

f (2 � ) � g (2 � ) = h (2 � ) . Dies ist in idealisierter F orm in den Abbildungen 2.15 und 2.16

dargestellt. Zur deutlic heren Herausstellung des Problems wurde f � 0 angenommen. Die

F unktion g ist absc hnittsw eise k onstan t, w as durc h die Nähe des sp eziellen Kernpunktes
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v on B zu einer der P olygonk an ten näherungsw eise erreic h t ist. Die V ereinfac h ungen hab en

k einen qualitativ en Ein�uÿ auf die V erletzung der Dreiec ksungleic h ung in diesem Szenario,

da man sic h dem dargestellten �Idealfall � b eliebig nähern k ann.

Die F unktionen f und h sind nic h t n ur stüc kw eise, sondern auf ganz [0 ; 2 � ] linear; eine

V ersc hiebung bildet sie somit auf sic h selbst ab, d.h. f

r

� f , h

t

� h für alle r , t . Daher

gilt (Abbildung 2.15)

min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

s

Z

2 �

0

�

f

r

( x ) � h

t

( x )

�

2

dx =

s

Z

2 �

0

�

x

2 �

�

2

dx =

1

3

p

6 � :

Die F unktion g v erändert sic h hingegen b ei einer absc hnittsw eisen V ersc hiebung durc h den

h

y

1

x

f

2 �

Abbildung 2.15: Minimale FIF-Distanz der P olygone A und C

Ursprung. Die Lagen in den Abbildungen 2.16(a) bzw. (b) seien mit g

a

bzw. g

b

b ezeic hnet.

Es gilt für Bild (a):

s

Z

2 �

0

�

f ( x ) � g

a

( x )

�

2

dx =

s

Z

2 �

2 � = 3

�

3

4 �

x �

1

2

�

2

dx =

2

3

p

� :

Für Bild (b) erhält man

s

Z

2 �

0

�

g

b

( x ) � h ( x )

�

2

dx =

v

u

u

t

2 �

 

Z

2 � = 3

0

�

3

4 �

x �

1

2 �

x

�

2

dx +

Z

�

2 � = 3

�

1

2

�

1

2 �

x

�

2

dx

!

=

1

18

p

6 � :
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x

f

g

a

1

2

3

1

2

1

3

y

2 �

�

2 �

3

4 �

3

(a)
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Abbildung 2.16: FIF-Distanz der P olygone A und B (a) bzw. B und C (b)

Also folgt

min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

L

2

( f

r

; g

t

) + min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

L

2

( g

r

; h

t

) �

2

3

p

� +

p

6

18

p

�

<

p

6

3

p

�

= min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

L

2

( f

r

; h

t

) : 2

Da wir später eine V arian te der Fläc heninhaltsdistanz herleiten w ollen, die die Drei-

ec ksungleic h ung erfüllt, lohn t es sic h, darüb er nac hzudenk en, w as die Ursac hen für ihre

V erletzung sind:

Die Lagen g

a

und g

b

, für die die L

2

-Normen v on f und g bzw. g und h minimiert w erden,

un tersc heiden sic h w esen tlic h. Um L

2

( f ; g

a

) und L

2

( g

b

; h ) mit L

2

( f ; h ) zu v ergleic hen,

m üÿte man g

a

so v ersc hieb en, daÿ es mit g

b

zur Dec kung k omm t und auÿerdem L

2

( f ; g

a

)

sic h nic h t ändert. Letzteres ist mit den in der De�nition der FIF-Distanz v orgesehenen

V ersc hiebungen nic h t möglic h � sie erlaubt n ur V ersc hiebungen en tlang der Graphen v on

f und g , die ganz un tersc hiedlic h v erlaufen. Die Bew eisidee

L

2

( f ; g

a

) + L

2

( g

b

; h ) = L

2

( f

s

; g

b

) + L

2

( g

b

; h ) � L

2

( f

s

; h ) � min

( r ;t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

L

2

( f

r

; h

t

) ;

wie sie im F all der P olark o ordinatenmetrik für die Dreiec ksungleic h ung gen utzt wurde,

funktioniert also hier nic h t. In Absc hnitt 2.2.4.3 wird gezeigt, un ter w elc hen Einsc hrän-

kungen dieser Gedank e denno c h zum Erfolg führt. Dazu m uÿ man erreic hen, daÿ die

erlaubten V ersc hiebungen zur Minimierung der L

2

-Norm nic h t v on F unktion zu F unktion

v ersc hieden sind.
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Berec hn ungsk omplexität. Es gibt ab er no c h ein algorithmisc hes Problem mit die-

ser De�nition der Fläc heninhaltsdistanz. Es soll eb enfalls un ter V erw endung der FIF

lin

-

Distanz demonstriert w erden:

Zur Bestimm ung der In tegraldi�erenz gemäÿ De�nition 2.10 m uÿ ein Sw eep-V erfahren

üb er das In terv all [0 ; 2 � ] angew endet w erden, da die F unktionen n ur stüc kw eise de�niert

sind. Die Haltepunkte des Sw eeps, festgelegt durc h die Üb ergangsstellen der F unktionen

zwisc hen v ersc hiedenen Geradenabsc hnitten, v erändern ihre Lage b eim V ersc hieb en der

Graphen. Dab ei w erden ständig Ev en tpunkte üb erstric hen, d.h. solc he Punkte, b ei denen

eines der folgenden Ereignisse ein tritt:

1. Zw ei Üb ergangsstellen der b eiden F unktionen f und g fallen zusammen (�kritisc her

Punkt � ). Bei diesem Ereignis v ersc h windet ein aktueller Streifen, der durc h die b ei-

den jetzt iden tisc hen Üb ergangsstellen b egrenzt w ar. Ein neuer tut sic h auf mit

neuen aktuellen Geradenstüc k en.

2. Eine Üb ergangsstelle einer der b eiden F unktionen durc hstöÿt den Ursprung (0 ; 0) .

Bei diesem Ereignis ändert sic h das aktuelle Ursprungssegmen t (vgl. Kapitel 2.2.4.1).

Dadurc h ändert sic h die V ersc hiebungsric h tung des Graphen der FIF

lin

.

Zwischen zw ei solc hen Ev en tpunkten k ann die optimale Lage der Graphen (mit minimaler

Fläc he zwisc hen den Kurv en) mit einer ähnlic hen Metho de ausgerec hnet w erden, wie

wir sie in Absc hnitt 2.1.4.1 un ter Punkt �Eigen tlic he Di�erenzb estimm ung � v orgestellt

hatten. Bei jedem Üb ersc hreiten eines Ev en tpunktes jedo c h v erändern sic h o�ensic h tlic h

die aktuellen V erhältnisse drastisc h: Bei Ereignis 1 ändert sic h die Streifenein teilung,

die für die stüc kw eise In tegralb erec hn ung zugrundeliegt. Bei Ereignis 2 ändert sic h der

V ersc hiebungsv ektor der F orm (1 c )

T

, mithilfedessen die lineare F unktion f ( x ) = a � x + b

eines Absc hnitts durc h f ( x + t ) � c � t üb er alle V ersc hiebungen parametrisiert w erden

k ann.

Aus diesem Grund ist die Berec hn ung der P olygonähnlic hk eit gemäÿ De�nition 2.10

mindestens so aufw endig, wie es Ev en tpunkte b ei V ersc hiebungen der Kurv en f

r

und g

t

für ( s; t ) 2 [0 ; 2 � ]

2

gibt. Diese Anzahl k ann man wie folgt ermitteln:

Man stelle man sic h zunäc hst f

r

�xiert v or und b etrac h te g

t

. Bei einer V ariation v on

t im In terv all [0 ; 2 � ] üb erstreift jede Üb ergangsstelle v on g jede der m Üb ergangsstellen

des Graphen der �xierten F unktion f

r

. Auÿerdem gelangt jede der n Üb ergangsstellen des

Graphen v on g einmal in den Ursprung � ein Ereignis v om T yp 2. Also gibt es hierfür

b ereits m � n + n Ev en tpunkte.

Hat der Graph v on g

t

für t = 2 � wieder seine Ausgangslage erreic h t, so m uÿ jetzt auc h

f v ariiert w erden, und zw ar zunäc hst so w eit, bis erstmals ein Ev en tpunkt der Lage v on

f

r

und der Ausgangslage v on g (d.h. g

0

) erreic h t ist. Für diese neue Lage v on f ist n un

wieder g v ermöge g

t

im In terv all t 2 [0 ; 2 � ] zu v ariieren, um alle Lagek om binationen zu

erfassen. Das ergibt wiederum m � n + n Ev en tpunkte.

Dies ist n un für jede Lage v on f zu tun, die mit der Ausgangslage v on g einen Ev en t-

punkt (eines der b eiden T yp en) induziert. Es gibt analog m � n + m solc he Lagen v on

f . Auf diese W eise erhält man ( m � n + n ) � ( m � n + m ) Ev en tpunkte, die b ei einer V er-

sc hiebung v on f und g aus b eliebiger Ausgangslage heraus erreic h t w erden. Die Anzahl

ist sc hlieÿlic h no c h mit dem Aufw and O ( m + n ) für eine k onkrete In tegralb erec hn ung zu

m ultiplizieren. Damit hat das Au�nden der Lage mit minimaler Fläc heninhaltsdi�erenz

für dieses k onkrete Darstellungsmo dell eine unakzeptable K omplexität.
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Zusammenfassung. Die en tstandenen Probleme m üssen ursäc hlic h auf die Existenz zu

vieler F unktionsparameter der FIF

lin

zurüc kgeführt w erden. Ihre V ariation führt zunäc hst

zu einer k omplizierten V eränderung des Graphen der F unktion. Dies umso mehr, da die

V ariationen der P arameter in un tersc hiedlic her Qualität (z.B. V ersc hieb eric h tung) und

nic h t et w a n ur quan titativ v ersc hieden auf den Graphen wirk en. Die V ariationen üb er

diese P arameter m üssen deshalb b erüc ksic h tigt w erden, w eil sie b ei den T ransformationen,

die wir zugelassen hab en, v erändert w erden.

Für die nic h tappro ximierte FIF gilt, daÿ selbst b ei einer diskreten Minimierung n ur

üb er die Ev en tpunkte � wie im Absc hnitt �Startpunktausw ahl � b ei der PKF � die ob en

angeführte K omplexität angenommen wird, w enn al le Ev en tpunkte zur Ausw ahl stehen.

Ob w ohl die Ausgangsidee in tuitiv sehr v ern ünftig ersc hien, hat sic h also diese Metho de

nic h t als praktik ab el erwiesen. Da b ei den meisten V ergleic hs- und Optimierungsproble-

men Extrem w ertaufgab en auftreten, sollte man daher im F all funktionaler Darstellungen

der V ergleic hsob jekte darauf ac h ten, daÿ die F unktionen w enige P arameter aufw eisen, um

die K omplexität b egrenzt zu halten. Dies gilt in der Rob oterlok alisation erst rec h t, w eil für

eine Anfrage des Rob oters an den Lok alisationsalgorithm us sehr viele P olygon v ergleic he

zu erw arten sind, die auc h nic h t in einem Prepro cessing un tergebrac h t w erden k önnen.

Man b eac h te sc hlieÿlic h, daÿ die Argumen tation unabhängig v on der gew ählten Metrik

auf der Menge stetiger F unktionen w ar, der In tegral-Metrik. Bei der K omplexitätsanalyse

wurde an k einer Stelle die eigen tlic he In tegralb erec hn ung ein b ezogen. Es liegt vielmehr an

der Struktur der P olygondarstellung. Im folgenden wird gezeigt, wie durc h eine (erheb-

lic he) V ereinfac h ung dieser Struktur die K omplexität des Berec hn ung v erringert und die

Qualität der Ähnlic hk eitsfunktion erhöh t w erden k ann (Dreiec ksungleic h ung), w enn auc h

nic h t ohne Abstric he an anderen Stellen.

2.2.4.3 De�nition der sk alierten Fläc heninhaltsmetrik

In diesem Absc hnitt soll eine abgesc h w äc h te V arian te der Fläc heninhaltsdistanz v orgestellt

w erden. Sie wird leic h t und relativ e�zien t implemen tierbar sein und die Dreiec ksunglei-

c h ung erfüllen. Die Nac h teile w erden sein, daÿ sie nic h t mehr ganz der In tuition en tspric h t,

die zur De�nition der FIF geführt hat, und daÿ sie nic h t v ollständig die Anforderungen

der Rob oterlok alisation an eine Ähnlic hk eitsfunktion erfüllt.

Wir hatten gesehen, daÿ eine V eränderung des Startpunktes P

1

auf der P olygonp eri-

pherie grob einer diagonalen V ersc hiebung des F unktionsgraphen der Fläc heninhaltsfunk-

tion en tspric h t, allerdings mit ständig v ariierenden V ersc hiebungsric h tungen. Hier neh-

men wir die erste V ereinfac h ung v or: In Bild 2.17 gilt für die F olge der V ersc hiebungen:

P

5

i =1

~ v

i

= (2 � A

P

)

T

=: ~ v . Der V ektor ~ v k ann daher als Gesam tv ektor der V ersc hiebung im

In terv all [0 ; 2 � ] b ezeic hnet w erden. Er appro ximiert so w ohl die sic h ständig v erändernde

V ersc hiebungsric h tung der FIF als auc h die im Bild dargestellte sukzessiv e V ersc hiebung

en tlang mehrerer V ektoren im F all der FIF

lin

.

Es sollen jetzt n ur no c h V ersc hiebungen en tlang dieses Näherungsv ektors zulässig sein.

Damit v erlassen wir et w as die In tuition: Durc h dieses V ersc hieb en v on f zur neuen F unk-

tion f

r

gilt im allgemeinen f

r

(0) 6= 0 . Die Stelle, an der die Aufzeic hn ung der F unktion

b egonnen wird ( x = 0 ), b ek omm t nic h t mehr den Fläc heninhalt 0 zugewiesen; der Null-

punkt liegt kurz v or o der kurz hin ter dem Meÿausgangspunkt. Man b eac h te jedo c h, daÿ

dies nic h t im Widerspruc h zu den Bemerkungen aus Absc hnitt 2.2.4.1 steh t, w o wir das
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A

P

2 �

~ v

2

~ v

5

~ v

1

~ v

3

~ v

4

Abbildung 2.17: V ariierende V ersc hiebungsric h tungen und Gesam tv ersc hiebung

Zusammenlegen dieser b eiden Punkte fa v orisiert hatten. Auc h jetzt k önnen die Punkte

nic h t unabhängig v oneinander b ew egt w erden - anhand des Graphen k ann man zu jedem

p oten tiellen Meÿausgangspunkt ablesen, w o der zugehörige Nullpunkt liegt: Die (qua-

sip erio disc h fortgesetzte) Fläc heninhaltsfunktion b esitzt eine eindeutig b estimm te Null-

stelle '

0

. Dieser W ert k ann n un p ositiv o der negativ sein und gibt die Ab w eic h ung des

Nullpunktes O v om Meÿausgangspunkt P

1

an. Ist '

0

> 0 , so liegt O kurz hin ter P

1

auf der P olygonp eripherie (im Gegen uhrzeigersinn), im anderen F all kurz da v or. Dieses

V erhalten k ann man auc h aus Abbildung 2.13 ablesen, w o die FIF allerdings no c h nic h t

quasip erio disc h fortgesetzt w ar.

Damit hängt die V ersc hiebungsric h tung n ur no c h v om P olygon an sic h ab und nic h t

mehr v on der aktuellen Zwisc henlage des Graphen.

Um die Dreiec ksungleic h ung zu �erzwingen � , m üssen wir ab er erreic hen, daÿ die V er-

sc hiebungsric h tung sogar für jedes P olygon dieselb e ist (zur Begründung vgl. Absc hluÿ-

b emerkungen zum Punkt �Metrik eigensc haften � auf Seite 50). Dazu führen wir eine Ab-

sc h w äc h ung der FIF ein:

De�nition 2.11 (sk alierte Fläc heninhaltsfunktion) Es gelten dieselb en V or ausset-

zungen wie in De�nition 2.6, und f sei die (exakte o der line ar appr oximierte) Flächenin-

haltsfunktion des ange geb enen Polygons mit Flächeninhalt A

P

. Dann heiÿt die A bbildung

f

s

: [0 ; 2 � [ � ! [0 ; 1[ ; f

s

( ' ) := f ( ' ) = A

P

(exakte o der line ar appr oximierte) skalierte Flächeninhaltsfunktion (A bk. FIF

S

).

Im folgenden wird, w enn nic h ts anderes gesagt ist, die sk alierte V arian te der Fläc henin-

haltsfunktion gemein t sein, auc h w enn wir das A ttribut �sk aliert � auslassen.

Es ist sofort einsic h tig, daÿ dadurc h die Sk alierungsabhängigk eit der Darstellung v er-

lorengeh t, die für die Rob oterlok alisation mittels Laser-Radar (=En tfern ungsmesser) na-

türlic herw eise gefordert wird. Am Ende des Kapitels 2.2 wird allerdings eine prinzipielle

Möglic hk eit gezeigt, wie die Metrik wieder sensib el gegen üb er Sk alierungen gemac h t w er-

den k ann.

Das p ositiv e Ergebnis ist, daÿ der F unktionsw ert an der Stelle ' = 2 � n un 1 b eträgt

und damit v om P olygon unabhängig ist. Der Graph der Fläc heninhaltsfunktion darf n ur

en tlang des V ektors (2 � 1)

T

v ersc hob en w erden, w as näherungsw eise der V eränderung des
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Startpunktes P

1

auf der P eripherie en tspric h t. Für eine Absc hnittsfunktion f (zwisc hen

zw ei Haltepunkten des Sw eeps) wird dies durc h den Ausdruc k f ( x + 2 � t ) � t mo delliert.

Bei dieser V orgehensw eise läÿt sic h erfreulic herw eise auc h das zw eite Problem lösen:

das der K omplexität. Angenommen, für die Lage der Punkte P

1

wie in Bild 2.18(a) sei die

L

2

-Norm der Di�erenz der FIF-Kurv en minimal. Im Bild (b) daneb en ist der Punkt P

1

P

P

1

P

1

BA

(a)

BA

P

0

1

P

0

1

= P

(b)

Abbildung 2.18: Gleic hmäÿige V ersc hiebung des Startpunktes P

1

in zw ei P olygonen

des P olygons B um et w a 90

�

im Uhrzeigersinn in einen v orher b estimm ten Ec kpunkt P

v ersc hob en w orden. Im P olygon A ist auf den Punkt P

1

genau dieselb e V ersc hiebung

angew endet w orden. Diese V eränderungen des F unktionsparameters P

1

repräsen tieren eine

V ersc hiebung der Fläc heninhaltsfunktionen f

s

und g

s

um den gleic hen Betrag � = 2 in x -

Ric h tung. Da sc hlieÿlic h der V ersc hiebungsv ektor der FIF

S

in b eiden Fällen (2 � 1)

T

ist, ist

auc h der V ersc hiebungsb etrag in y -Ric h tung derselb e (nämlic h 1 = 4 ), w o durc h sic h einfac h

eine parallele V eränderung b eider F unktionsgraphen ergibt. Der Fläc heninhalt dazwisc hen

(d.h. die L

2

-Norm der Di�erenz) ist un v erändert geblieb en, also in Abbildung 2.18(b)

eb enfalls minimal.

Die F olge ist, daÿ wir für jede Lage der Graphen, für die die Fläc hendi�erenz zu

b estimmen ist, ohne Besc hränkung der Allgemeinheit da v on ausgehen k önnen, daÿ ein

v orher �xierter Punkt P des P olygons B (wie in Abbildung 2.18 (b)) dem Punkt (0 ; 0)

im Graphen en tspric h t. Wir brauc hen daher n ur üb er alle V ersc hiebungen der FIF

S

des

P olygons A zu minimieren.

Die Anzahl der Ev en tpunktlagen ist n un deutlic h reduziert. Ev en tpunkte v om T yp 2

spielen k eine Rolle mehr: Die V ersc hieb eric h tung ändert sic h nic h t w ährend der V ersc hie-

bung. Also v erbleib en genau die m � n Ev en tpunktlagen, b ei denen zw ei Üb ergangsstellen

v on f und g zusammenfallen.

Der V ersc hieb eparameter t m uÿ aufgrund der Quasip erio dizität natürlic h n ur im In-

terv all [0 ; 1] (für den Ausdruc k f ( x + 2 � t ) � t ) b etrac h tet w erden.

De�nition 2.12 (FIF-Distanz) Seien A und B zwei sternförmige Polygone, für die

nach dem V erfahr en vom Be ginn des A bschnitts 2.2.4 jeweils ein sp eziel ler Kernpunkt

festgele gt wur de. Die diesb ezüglichen skalierten Flächeninhaltsfunktionen seien f und g .



2.2. EIN FLÄ CHENORIENTIER TER ANSA TZ 55

Die A bbildung

s ( A ; B ) := min

t 2 [0 ; 1]

s

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t ) � t � g ( x )

�

2

dx

heiÿt skalierte Flächeninhaltsdistanz für sternförmige Polygone.

(Zur V ereinfac h ung w erden wir ab er n ur v on der Fläc heninhaltsdistanz sprec hen und

meinen, wie auc h b ei der Fläc heninhalts funktion , stets die sk alierte V arian te.)

Satz 2.13 (FIF-Metrik) Die skalierte Flächeninhaltsdistanz ist eine metrische Ä hnlich-

keitsfunktion und wir d daher im folgenden auch (skalierte) Flächeninhaltsmetrik ge-

nannt.

Bew eis:

1. Die Eigensc haft A = B , s ( A ; B ) = 0 b en utzt so w ohl für die FIF als auc h für die

FIF

lin

ein in teressan tes Resultat aus Kapitel 2.3 und wird deshalb erst auf Seite 63

nac hgewiesen. Dort geh t es um die Rek onstruktion eines P olygons aus der FIF-

Darstellung, die einem k onstruktiv en Bew eis der Rüc kric h tung � ( � ob enstehender

Ä quiv alenz en tspric h t. (Die andere Ric h tung stellt k eine Sc h wierigk eit dar.) Man

b edenk e, daÿ � A = B � hier Iden tität der Punktmengen bis auf T ranslation, Rotation

und Sk alierung b edeutet.

Die Symmetrie und die Dreiec ksungleic h ung zeigt man ähnlic h wie in Satz 2.4; al-

lerdings sind die hier v ork ommenden F unktionen nic h t p erio disc h, sondern quasip e-

rio disc h. Zu b eac h ten ist, daÿ die b eiden folgenden Bew eisteile für die FIF wie auc h

für die FIF

lin

gleic hermaÿen gelten, denn sie b en utzen n ur die Quasip erio dizität der

F unktionen, die natürlic h auc h im F all der FIF

lin

gegeb en ist:

2. Symmetrie: Seien t

AB

der minimierende W ert für s ( A ; B ) und t

B A

:= 1 � t

AB

2 [0 ; 1] .

Dann gilt:

s

2

( A ; B ) =

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t

AB

) � t

AB

� g ( x )

�

2

dx

( � )

=

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t

AB

+ 2 � t

B A

) � t

AB

� g ( x + 2 � t

B A

)

�

2

dx

=

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � ) � t

AB

� g ( x + 2 � t

B A

)

�

2

dx

( � )

=

Z

2 �

0

�

f ( x ) + t

B A

� g ( x + 2 � t

B A

)

�

2

dx

� min

t 2 [0 ; 1]

Z

2 �

0

�

g ( x + 2 � t ) � t � f ( x )

�

2

dx

= s

2

( B ; A ) :

Für die Gleic h ung ( � ) wurden lediglic h die Graphen v on f und g gemeinsam um

2 � t

B A

(nac h links) v ersc hob en, ohne daÿ sic h dadurc h ihr L

2

-Abstand ändert. In
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der Gleic h ung ( � ) wurden einerseits die Quasip erio dizität f ( x + 2 � ) = f ( x ) + 1 und

andererseits 1 � t

AB

= t

B A

ausgen utzt. Diese Bezieh ung zwisc hen den V ersc hieb epa-

rametern b esagt natürlic h, daÿ b ei einer V ertausc h ung der Rollen v on f und g die

minimierende V ersc hiebung in en tgegengesetzter Ric h tung erfolgt.

Mit der analog zu zeigenden Ungleic h ung s ( B ; A ) � s ( A ; B ) erhält man Gleic hheit.

3. Dreiec ksungleic h ung: Seien dazu f , g und h die Fläc heninhaltsfunktionen dreier

P olygone A , B und C , und seien t

AB

und t

B C

die minimierenden W erte für s ( A ; B )

und s ( B ; C ) .

s ( A ; B ) + s ( B ; C ) =

s

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t

AB

) � t

AB

� g ( x )

�

2

dx

+

s

Z

2 �

0

�

g ( x + 2 � t

B C

) � t

B C

� h ( x )

�

2

dx

=

s

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t

AB

+ 2 � t

B C

) � t

AB

� g ( x + 2 � t

B C

)

�

2

dx

+

s

Z

2 �

0

�

g ( x + 2 � t

B C

) � t

B C

� h ( x )

�

2

dx

( �� )

�

s

Z

2 �

0

�

f

�

x + 2 � ( t

AB

+ t

B C

)

�

� ( t

AB

+ t

B C

) � h ( x )

�

2

dx

� min

t 2 [0 ; 1]

s

Z

2 �

0

�

f ( x + 2 � t ) � t � h ( x )

�

2

dx

= s ( A ; C ) :

Im Sc hritt ( �� ) gilt die Mink o wski-Ungleic h ung.

2

2.2.4.4 Berec hn ung der sk alierten Fläc heninhaltsmetrik

Zunäc hst ist ein sp ezieller Kernpunkt nac h der Metho de v on Absc hnitt 2.1.3.1 zu b estim-

men; der Aufw and hierb ei b eträgt O ( k � log k ) für k = max( m; n ) , w enn die Eingab ep o-

lygone m bzw. n Ec k en hab en. Er k ann für jedes P olygon separat b estritten w erden und

ist damit Prepro cessing-fähig (geeignet b ei groÿen Szenen mit mehreren zu erw artenden

Anfragen).

Für die Bestimm ung der L

2

-Norm laut De�nition 2.12 hat man � wie b ei der PKF �

zw ei Optionen: Da eine exakte Bestimm ung des angegeb enen Minim ums für die nic h tap-

pro ximierte FIF

S

-Distanz nic h t eviden t ist, k ann man sic h auf die m � n Ev en tpunkte

b esc hränk en, die durc h die Fixierung des Graphen v on g (siehe Seite 54) übriggeblieb en

sind, und n ur un ter diesen Lagen v on f minimieren. Es gelten dieselb en Kriterien zur

Startpunktausw ahl wie in Absc hnitt 2.1.4.2; man k ann also durc haus no c h w eiter ein-

sc hränk en, w enn zum Beispiel die un tersc hiedlic he Qualität der b eiden Eingab ep olygone

b ek ann t ist, wie im F all des Zellsk eletts aus dem Prepro cessing und des Scan-Sk eletts.
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In jedem F all sind maximal m � n In tegralb erec hn ungen einer jew eiligen K omplexität v on

O ( m + n ) durc hzuführen. Das In tegral innerhalb eines der O ( m + n ) Streifen erhält man

für c

1 ; 2

= 1 = 2 � j pP

i

j

2

� sin �

1 ; 2

aus F ormel (2.4) wie folgt: Mit

S ( � ) =

Z

'

r

'

l

sin

2

'

sin

2

( ' + � )

d'

=

"

cos( ' � � ) � cos ( ' + � ) + ' � sin( ' � � ) + ' � sin( ' + 3 � )

2 � sin( ' + � )

� log sin( ' + � ) � sin 2 �

#

'

r

'

l

und

T ( �

1

; �

2

) =

Z

'

r

'

l

sin

2

'

sin( ' + �

1

) � sin( ' + �

2

)

d'

=

"

' � cos ( �

1

+ �

2

) +

log sin( ' + �

2

) � sin

2

�

2

� log sin( ' + �

1

) � sin

2

�

1

sin ( �

1

� �

2

)

#

'

r

'

l

ergibt sic h

Z

'

r

'

l

�

c

1

� sin '

sin( ' + �

1

)

�

c

2

� sin '

sin( ' + �

2

)

�

2

d' = c

2

1

� S ( �

1

) + c

2

2

� S ( �

2

) � 2 c

1

c

2

� T ( �

1

; �

2

)

für �

1

6= �

2

und

Z

'

r

'

l

( c

1

� c

2

)

2

� sin

2

'

sin

2

( ' + � )

d' = ( c

1

� c

2

)

2

� S ( � )

für �

1

= �

2

=: � .

Bei diesen F ormeln b eac h te man jedo c h, daÿ die FIF gemäÿ Gleic h ung (2.5) akkum u-

lierend ist, d.h. der F unktionsw ert in einem Sektor ergibt sic h aus einem lok alen W ert

zuzüglic h des bis dahin üb erstric henen Fläc heninhalts. Dieser Sac h v erhalt wurde in den

angegeb enen In tegralen zur V ereinfac h ung der Darstellung nic h t b erüc ksic h tigt.

Die andere Option b esteh t in der V erw endung der linear appro ximierten (sk alierten)

Fläc heninhaltsfunktion FIF

lin

. Auc h w enn die Minimierungsv orsc hrift � V ersc hiebung en t-

lang (2 � 1)

T

� hier k omplizierter ist als b ei der PKF, k ann das Minim um aus De�niti-

on 2.12 mit der FIF

lin

exakt b estimm t w erden. Das V erfahren ist mit dem v on Algorith-

m us 1 bis auf einige tec hnisc he V eränderungen iden tisc h, daher seien n ur die wic h tigsten

da v on genann t:

Es gibt also m � n Ev en tpunktlagen v on f , w ährend die Lage v on g �xiert ist. Zwi-

sc hen diesen Lagen sind die F unktionsgleic h ungen fest, und die L

2

-Norm un terliegt einer

V eränderung, die durc h ein P olynom zw eiten Grades b esc hrieb en und deren Minimalw ert

daher exakt b estimm t w erden k ann.

Ohne Besc hränkung der Allgemeinheit v ersc hieb en wir f n ur nac h links un ten. Die

aktuellen Streifengrenzen, d.h. die Ränder des aktuellen In tegrationsin terv alls, lauten all-

gemein l � 2 � t und r � 2 � t , w enn t der V ersc hieb eparameter ist.
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Be�ndet sic h f am rec h ten Rand des aktuellen Streifens, d.h. v or der V ersc hiebung,

dann seien die b eiden FIF

S

-Gleic h ungen durc h f ( x ) = ax + b , g ( x ) = cx + d gegeb en. Die

L

2

-Norm zwisc hen den Kurv en b eträgt

F ( t ) :=

Z

r � 2 � t

l � 2 � t

�

a ( x + 2 � t ) + b � t � ( cx + d )

�

2

dx: (2.6)

In expliziter Darstellung erhält man F ( t ) = x � t

2

+ y � t + z mit

x = (2 � c � 1)

2

� ( r � l )

y = (2 � c � 1) � (( a � c )( r

2

� l

2

) + 2 � ( b � d )( r � l ))

z = 1 = 3 � ( a � c )

2

� ( r

3

� l

3

) + ( a � c )( b � d )( r

2

� l

2

) + ( b � d )

2

� ( r � l ) :

Die L

2

-Norm zwisc hen b eiden Kurv en ist genau dann v on t unabhängig, w enn die V er-

sc hieb eric h tung (v on f ) mit dem Anstieg v on g üb ereinstimm t, d.h. w enn 1 = 2 � = c ist.

Das b estätigt die F ormel, denn für diesen W ert v on c ist F ( t ) = z = c onst . In allen ande-

ren Fällen ist x > 0 , d.h. F ist wieder eine nac h ob en geö�nete P arab el. Die Darstellung

v on Bild 2.8(b) (Seite 33) gilt en tsprec hend.

Stellt man die quadratisc he F orm (2.6) für jeden Streifen auf und bildet die Summe

der K o e�zien ten x , y und z aller Streifen im In terv all [0 ; 2 � ] , so erhält man eine Darstel-

lung F

ges

( t ) = X � t

2

+ Y � t + Z , die die Änderung der L

2

-Norm un ter V ersc hiebungen im

gesam ten De�nitionsb ereic h angibt. Das zulässige In terv all [0 ; t

�

] für den V ersc hieb epara-

meter errec hnet man analog zu Absc hnitt 2.1.4.1, indem t

�

als die Breite des sc hmalsten

Streifens genommen wird, der links v on g und rec h ts v on f b egrenzt wird. Um diesen

W ert t

�

k ann f aus der aktuellen Initiallage heraus v ersc hob en w erden, ohne daÿ zw ei

Üb ergangsstellen v on f und g k ollidieren. Damit k ann das globale Minim um v on F

ges

( t )

in [0 ; t

�

] leic h t b estimm t w erden.

Die Gesam tprozedur b etrac h tet n un jede Ev en tpunktlage v on f , in der eine gemein-

same Üb ergangsstelle mit g existiert. Gemäÿ der Lagen al ler Üb ergangsstellen wird das

In terv all [0 ; 2 � ] in Streifen eingeteilt und für jeden Streifen nac h obiger V orsc hrift die

F unktion F ( t ) gebildet. Die K o e�zien tensumme ergibt nac h dem Durc hlauf üb er alle

Streifen die F ormel F

ges

( t ) und den W ert t

�

, so daÿ das globale Minim um v on F

ges

b e-

stimm t w erden k ann. Dieser W ert ist üb er alle Ev en tpunktlagen v on f zu minimieren.

Das Resultat ist die L

2

-Norm der b eiden stüc kw eise linearen F unktionen f und g un ter

allen V ersc hiebung v on f und g en tlang (2 � 1)

T

; der Gesam taufw and b eträgt � wie b ei

der PKF-Metrik � O ( mn � ( m + n )) .

2.2.5 Absc hlieÿendes zur Fläc heninhaltsdistanz

In diesem Kapitel wurde eine Ähnlic hk eitsfunktion v orgestellt, die den v om Laserstrahl

üb erstric henen Fläc heninhalt (b ei einem 360

�

-Rundumscan) als F unktion des Wink els

aufträgt, den der Strahl mit einer festen Referenzric h tung bildet. Diese F unktion hängt v on

zw ei P arametern ab, die nic h t unabhängig v on Rotationen des Eingab ep olygons festgelegt

w erden k önnen: dem P eripheriepunkt, an dem die Messung des Fläc heninhalts b eginn t,

und demjenigen, an dem er auf Null gesetzt wird. Selbst w enn man v erein bart, daÿ diese

Punkte stets iden tisc h sein sollen, wirkt ihre V eränderung un tersc hiedlic h auf den Graphen

der F unktion: in F orm einer Horizon tal- und einer V ertik alv ersc hiebung.
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V erein t man diese Punkte zu einem gemeinsamen Startpunkt P

1

auf der P eripherie, so

gilt stets f (0) = 0 . Eine V ariation v on P

1

b edeutet dann eine V ersc hiebung des Graphen

durc h den Ursprung hindurc h, indem sic h die V ersc hiebungsric h tung an jedem Punkt des

Graphen ändert. Diese P arametrisierung ist k ompliziert gen ug, daÿ eine daraus abgeleite-

te Ähnlic hk eitsfunktion nac h w eislic h nic h t die Dreiec ksungleic h ung erfüllt und auÿerdem

k aum e�zien t b erec hen bar ist.

Beseitigung des globalen Nullpunkts. In Absc hnitt 2.2.4.2 (siehe dortige Zusam-

menfassung) wurde argumen tiert, daÿ die Ursac hen dafür darin liegen, daÿ die Fläc henin-

haltsfunktion k eine absolute F unktion ist. Eine einfac he Möglic hk eit, sie zu einer absoluten

F unktion zu mac hen, ist ansc heinend folgende:

Statt den insgesam t üb erstric henen Fläc heninhalt zu b etrac h ten, legt man als F unkti-

onsw ert diejenige Fläc he fest, die im aktuel len Sektor dr eie ck üb erstric hen wurde (Abbil-

dung 2.19). Damit hat man erreic h t, daÿ für jeden P eripheriepunkt P der F unktionsw ert

P

P

1

(a) (b)

A

2 �

Abbildung 2.19: Ein Dreiec k (a) und seine sektoren b ezogene Fläc heninhaltsfunktion (b)

eindeutig feststeh t � unabhängig v on einem gew ählten Nullpunkt: Man b estimm t den Sek-

tor, zu dem P gehört, und b erec hnet den darin üb erstric henen Fläc heninhalt. Damit ist

die F unktion in der T at n ur no c h v on dem Punkt abhängig, an dem die Messung b eginn t.

Eine V eränderung dieses Punktes b edeutet eine einfac he w aagerec h te V ersc hiebung des

Graphen, und wir hab en eine ähnlic he Situation wie b ei der P olark o ordinatenmetrik.

Dieser Ansatz sc hlägt jedo c h in der Praxis v öllig fehl. In Abbildung 2.20 ist no c h

einmal das Dreiec k aus Bild 2.19 dargestellt, allerdings mit einigen Meÿungenauigk eiten.

Diese sind no c h dazu ziemlic h �harmlos � : die gemessenen En tfern ungen w eic hen n ur w e-

nig v on denen im Bild da v or ab; allerdings hat ein Extraktionsprogramm diese geringen

Ab w eic h ungen b ereits zum Anlaÿ genommen, einige zusätzlic he Ec kpunkte einzufügen.

Dadurc h ist die Sektorenein teilung des Dreiec ks feiner gew orden, und der abgebildete

F unktionsgraph hat dopp elt so viele Nullstellen.

Durc h solc he V eränderungen k ann die In tegraldi�erenz der F unktionen aus den Bil-

dern 2.19(b) und 2.20(b) b eliebig groÿ w erden. Es m üssen n ur ausreic hend viele falsc he

Ec kpunkte zum Dreiec k hinzuk ommen, die sogar k ollinear mit den ec h ten Ec k en sein dür-

fen. Zusätzlic h sind diese Abbildungen n un nic h t mehr stetig. � All dies gilt für die linear

appro ximierte FIF in analoger W eise.
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2 �

P

1

(a) (b)

A

Abbildung 2.20: Ein v errausc h tes Dreiec k (a) und seine sektoren b ezogene Fläc heninhalts-

funktion (b)

In Kapitel 2.2.4.3 wurde die De�nition der Fläc heninhaltsdistanz drastisc h v ereinfac h t.

Der Fläc heninhalt wurde für jedes P olygon auf 1 normiert, als V ersc hiebungsv ektor n ur

no c h (2 � 1)

T

zugelassen. Die abgeleitete skalierte FIF

S

-Distanz en tsprac h damit n ur nä-

herungsw eise der In tuition. Die (2 � 1)

T

-V ersc hiebung w eic h t v on der lageabhängigen V er-

sc hiebung durc h den Ursprung dann stärk er ab, w enn die Fläc heninhalte der einzelnen

Sektoren sehr un tersc hiedlic h sind. Der V erlauf des Graphen (ob linear appro ximiert o der

nic h t) ist in diesem F all n ur eine sc hlec h te Näherung der Strec k e (0 ; 0)(2 � ; 1) .

Aufgrund der durc hgeführten V ereinfac h ungen k onn te für die neue Distanz die Drei-

ec ksungleic h ung gezeigt w erden, so daÿ alle Metrik eigensc haften erfüllt sind. Auÿerdem

lieÿ sic h mit dem V erfahren zur Minimierung der L

2

-Norm (bzw. [zumindest theoretisc h]

jeder b eliebigen L

p

-Norm) zwisc hen (stüc kw eise) linearen F unktionen der exakte W ert der

FIF

lin

-Metrik b estimmen.

Nac h teile hab en sic h in der An w endbark eit für die Rob oterlok alisation gezeigt. Zw ar

ist die Metrik translations- und rotationsunabhängig ,

3

sie ist ab er auc h unabhän-

gig gegen üb er Sk alierungen der Eingab ep olygone. Die Sk alierungsabhängigk eit der

Metrik wurde gewissermaÿen der Dreiec ksungleic h ung geopfert, deren Nac h w eis ohne die

Normierung der P olygon�äc heninhalte auf f (2 � ) = 1 nic h t möglic h gew esen w äre.

Diesem Umstand k ann ev en tuell wie folgt abgeholfen w erden.

Lemma 2.14 Sei s eine Metrik auf einer Menge O ge ometrischer Objekte, die dur ch

eine Jor dankurve darstel lb ar sind. Dann ist für je des Objekt o 2 O ein Flächeninhalt

area : O � ! R

> 0

de�niert. Sei weiter ! eine p ositive r e el le Zahl. Die A bbildung

s

0

: O � O � ! R

� 0

; s

0

( x; y ) := s ( x; y ) + ! � j area ( x ) � area( y ) j (2.7)

ist eb enfal ls eine Metrik, und sie ist skalierungsabhängig.

Bew eis: Die Metrik eigensc haften rec hnet man unmittelbar nac h. Für die Dreiec ksunglei-

3

F alls ein K ompaÿ zur V erfügung steh t, k ann die FIF-Metrik auc h in einer rotationssensitiv en V arian te

implemen tiert w erden; siehe dazu Absc hnitt 2.1.5 auf Seite 39 b ei der PKF.
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c h ung gilt zum Beispiel

s

0

( x; y ) + s

0

( y ; z ) = s ( x; y ) + s ( y ; z ) + ! � ( j area ( x ) � area( y ) j + j area ( y ) � area ( z ) j )

� s ( x; z ) + ! � j area ( x ) � area( z ) j

= s

0

( x; z ) :

2

Die Sk alierungsabhängigk eit, die durc h den rec h ten Summanden in Gleic h ung 2.7 erreic h t

wird, ist durc h den P arameter ! b eein�uÿt. Er gibt an, ob die alte Metrik s o der die

Fläc hendi�erenz eine stärk ere Wirkung auf s

0

hat.

Eine alternativ e De�nition v on s

0

w äre

s

00

( x; y ) := s ( x; y ) + ! �

j area ( x ) � area( y ) j

area( x ) + area( y )

:

Auc h s

00

ist (als Summe zw eier Metrik en) eine Metrik.

4

Sie ist toleran ter gegen üb er Flä-

c heninhaltsdi�erenzen b ei groÿen Ob jekten; b ei kleinen fallen sie mehr ins Gewic h t.

Die Sc h wierigk eit b esteh t natürlic h in der W ahl des P arameters ! . Dazu liegen no c h

k eine Erk enn tnisse v or. Ob die Idee v on Lemma 2.14 üb erhaupt sinn v oll ist, m uÿ eb enfalls

no c h un tersuc h t w erden.

Die sk alierte Fläc heninhaltsmetrik aus De�nition 2.12 wurde in b eiden V ersionen (FIF

und FIF

lin

) implemen tiert und getestet. Einige Beispiele dazu sind im Anhang aufgeführt.

Zu einer theoretisc hen Betrac h tung der Qualität der Metrik und zur T oleranz gegen üb er

v errausc h ten Daten siehe den zusammenfassenden Absc hnitt 2.3.3.

2.3 Zusammenfassung

2.3.1 V ergleic h PKF- und FIF-Distanz

In den einzelnen Kapiteln üb er die genann ten Ähnlic hk eitsfunktionen wurde b ereits aus-

führlic h eine Bew ertung form uliert. Daher soll ein V ergleic h n ur no c h einmal knapp die

w esen tlic hen Charaktere der Distanzen herausstellen (T ab elle 2.3). Man b eac h te, daÿ ein

� ja � in der Zeile �In v arian t un ter Sk alierung � ein unerwünsc h tes Resultat ist. Das Kriteri-

um �Minimierung ist in tuitionsgemäÿ � soll angeb en, ob die V ariation des in der Distanz

v erw endeten Minimierungsparameters der V eränderung des k orresp ondierenden P olygon-

parameters en tspric h t, also der P olygonorien tierung b ei der PKF bzw. der W ahl des Start-

punktes P

1

b ei der FIF. Es steh t in engem Zusammenhang mit dem Kriterium �exakte

Berec hn ung in der Praxis � .

Die v orgestellten Metrik en bzw. Distanzen hab en sic h als rec h t robust gegen üb er v er-

rausc h ten Daten erwiesen, unabhängig da v on, ob das Rausc hen gleic hmäÿig o der un-

gleic hmäÿig v erteilt ist. Ein allgemeiner Nac h teil der linear appro ximierten Kurv en m uÿ

4

Die Dreiec ksungleic h ung � die einzige nic h t o�ensic h tlic he Metrik eigensc haft v on s

00

� b ew eist man

durc h eine F allun tersc heidung b ezüglic h der Lageb ezieh ung v on x , y und z und Ausn utzen v on T ermsym-

metrien.



62 KAPITEL 2. VER GLEICH STERNF ÖRMIGER POL YGONE

Kriterium PKF-Distanz FIF-Distanz FIF

S

-Distanz

Metrik eigensc haften ja nein ja

exakte Berec hn ung nein (PKF) nein (FIF)

in der Praxis

�

ja (PKF

lin

)

nein

ja (FIF

lin

)

V erw endete

F unktionenmetrik

L

2

L

2

L

2

Anzahl der Minimie-

rungsparameter in 1 2 1

der Metrikde�nition

nein (PKF) nein (FIF)

Minimierung ist

näherungsw eise ja näherungsw eise

in tuitionsgemäÿ

(PKF

lin

) (FIF

lin

)

In v arian t un ter

T ranslation ja ja ja

Rotation ja ja ja

Sk alierung nein nein ja

Berec hn ungs- ( mn + n ) � ( mn + m ) �

k omplexität

mn � ( m + n )

( m + n )

mn � ( m + n )

�

Ein �nein � in dieser Zeile b edeutet auc h, daÿ die Metrik eigensc haften in der Praxis nic h t mehr gelten.

T ab elle 2.3: V ergleic h v ersc hiedener Ähnlic hk eitsfunktionen in der Üb ersic h t

denno c h erw ähn t w erden: Da sie immer aus Stützstellen der exakten Kurv e en tstehen,

die P olygonec k en en tsprec hen, k önnen redundan te (evtl. auc h durc h Meÿungenauigk eiten

en tstandene) P eripheriepunkte, die k ollinear mit ihren Nac h barn liegen, das Ergebnis ne-

gativ b eein�ussen: V ergleic h t man ein Dreiec k mit einem Vierec k, das aus dem Dreiec k

durc h Einfügen des Mittelpunkts einer Seite als Sc heinec k e en tsteh t, so v erändern sic h

die PKF

lin

und die FIF

lin

leic h t, da jetzt eine w eitere Stützstelle hinzuk omm t. Will man

diese b eiden P olygone als iden tisc h b etrac h ten (w as freilic h n ur in quan titativ er Hinsic h t,

nic h t qualitativ, gelten k ann), so m uÿ man auf die V erw endung der linear appro ximierten

Darstellungen v erzic h ten.

Der w esen tlic he k onzeptionelle Un tersc hied zwisc hen der PKF- und der FIF

S

-Distanz

ist, daÿ die erstgenann te absolut ist, w ährend die zw eite sc hon im Ansatz v on mehreren

P arametern abhängt.

2.3.2 Rek onstruktion der P olygone aus PKF- und FIF-Darstel-

lungen

An dieser Stelle soll die Eindeutigk eit der PKF- und der FIF-Repräsen tationen für P o-

lygone un tersuc h t w erden: Gibt es zw ei (bis auf gewisse Ähnlic hk eitstransformationen)

v ersc hiedene P olygone mit derselb en PKF- bzw. FIF-Darstellung? F alls ja, so lassen sic h

die P olygone aus dem Graphen der F unktion un ter Umständen nic h t rek onstruieren, und

die Bezeic hn ung �Darstellung � ist im strengen Sinne gar nic h t gerec h tfertigt.
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2.3.2.1 Zur P olark o ordinatenfunktion

Bei der P olark o ordinatenfunktion ist die An t w ort auf die F rage der Rek onstruierbark eit

sehr einfac h: Man gibt sic h den Punkt p in der Eb ene v or und und trägt in der Ric h tung '

gegen üb er der Horizon talen einen P eripheriepunkt im Abstand pkf ( ' ) v on p ein. Es gen ügt

sogar, die aus der Kurv e ersic h tlic hen Üb ergangsstellen der F unktion zu b etrac h ten, da sie

genau die Ec k en des P olygons ergeb en. Daher ist die PKF-Darstellung eb enso eindeutig

wie die v ereinfac h te PKF

lin

-Darstellung.

2.3.2.2 Zur Fläc heninhaltsfunktion

Dieser Absc hnitt b ehandelt die nic h tappro ximierte FIF.

Betrac h ten wir no c h einmal die Gleic h ungen (2.1) für den Abstand r ( ' ) und (2.4) für

den üb erstric henen Fläc heninhalt A ( ' ) , die der analytisc hen Besc hreibung der PKF und

der FIF in einem Sektor 4 pP

i

P

i +1

zugrundelagen: Mit s = j pP

i

j gilt

r ( ' ) =

s � sin �

sin( ' + � )

; A ( ' ) =

1

2

� s

2

� sin � �

sin '

sin( ' + � )

:

Nac h einigen Umform ungen erhält man

A

0

( ' ) =

1

2

� s

2

� sin � �

sin �

sin

2

( ' + � )

=

1

2

� r

2

( ' ) :

Die Ableitung der Fläc heninhaltsfunktion ist also im w esen tlic hen gleic h dem Quadrat der

P olark o ordinatenfunktion. Zum V erständnis dieser F ormel b eac h te man, daÿ der üb erstri-

c hene Fläc heninhalt b ei einer Rotationsb ew egung eines Geradenstüc k es nic h t n ur v on der

Länge dieser Strec k e, sondern auc h direkt prop ortional v om Abstand (des Mittelpunktes)

dieser Strec k e v om Drehzen trum abhängt. Diese Gröÿen hab en in unserem F all die W erte

r ( ' ) bzw. 1 = 2 � r ( ' ) , daher �ieÿt der Ausdruc k r ( ' ) zw eimal in den Fläc heninhalt ein. Der

Üb ergang v on A

0

( ' ) zu A ( ' ) ist dann no c h durc h die In tegration üb er die Dreh b ew egung,

d.h. üb er ' , b esc hrieb en.

Dieser in teressan te Zusammenhang b ean t w ortet auc h die F rage nac h der Eindeutigk eit

der Fläc heninhaltsfunktion: Für eine gegeb ene Kurv e A ( ' ) sind A

0

( ' ) und damit auc h

r ( ' ) =

p

2 � A

0

( ' ) eindeutig b estimm t � zw ei P olygone hab en genau dann die gleic he

Fläc heninhaltsfunktion, w enn sie k ongruen t sind.

5

Die L

2

-Norm gemäÿ De�nition 2.10 ist

genau in diesem F all Null.

2.3.2.3 Zur linear appro ximierten Fläc heninhaltsfunktion FIF

lin

Die linear appro ximierte Fläc heninhaltsfunktion v erzic h tet auf die Information zwisc hen

den P olygonec k en. Bei der De�nition der PKF

lin

hatten wir als Legitimation eingeführt,

daÿ durc h die Appro ximation k eine Metrik eigensc haft v erlorengeh t, insb esondere nic h t

die Eindeutigk eit. Dieser Sac h v erhalt soll n un auc h für die FIF

lin

üb erprüft w erden. Dazu

stellen wir uns v or, wie man b ei einer Rek onstruktion eines P olygon P v orgehen würde:

Man legt wieder den Punkt p in der Eb ene fest und m uÿ n un zuerst den Punkt P

1

�-

xieren, der der Stelle (0 ; 0) im Graphen en tspric h t. Dies b edeutet nic h ts anderes als seinen

5

Für die sk alierte FIF gilt en tsprec hend Gleic hheit bis auf Ähnlic hk eitstransformationen.
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Abstand zu p zu ermitteln, denn der exakte geometrisc he Ort ist durc h die Rotationsfrei-

heit unin teressan t. Angenommen, wir hätten diesen Abstand gefunden.

Dann k önnen wir P

1

v orgeb en und hab en mit dem Strahl p ! P

1

auc h die Refe-

renzric h tung festgelegt (siehe Bild 2.21(a)). Aus dem Graph der F unktion k önnen wir

p

l

r

P

1

�

A

P

2

(a)

P

3

P

4

P

5

P

6

P

7

= P

n

P

n +1

P

1

P

2

p

A

(b)

Abbildung 2.21: Rek onstruktion eines P olygons aus der FIF

lin

: erster Sektor (a), letzter

Sektor (b)

den Wink el � und den Fläc heninhalt A v on Dreiec k 4 pP

1

P

2

ablesen (Breite des ersten

T eilin terv alls; F unktionsw ert an der ersten [inneren] Stützstelle). V ermöge der Gleic h ung

A =

1

2

� r � l � sin � bzw. r =

2 A

l � sin �

ist der Abstand j pP

2

j eindeutig b estimm t, und P

2

läÿt sic h elemen tar k onstruieren. So

v erfährt man in der F olge mit P

3

und allen w eiteren Punkten.

Beim letzten Sektor ergibt sic h wiederum eindeutig ein Punkt P

n +1

, der auf dem

Strahl p ! P

1

liegt, da die Summe der Gröÿen aller In terv allabsc hnitte 2 � b eträgt. Im

allgemeinen wird n un P

1

6= P

n +1

sein, da der Startpunkt P

1

am Anfang � geraten � wurde

(Abbildung 2.21(b)).

Diese K onstruktionsv orsc hrift de�niert eine F unktion z

P

: R

2

n f p g � ! R

2

, die für

jede W ahl v on P

1

mit P

1

6= p eindeutig einen Punkt P

n +1

auf dem Strahl p ! P

1

liefert.

Lösungen des Rek onstruktionsproblems sind alle Fixpunkte v on z

P

, d.h. Punkte P

1

mit

z

P

( P

1

) = P

1

. Die FIF

lin

-Darstellung ist eindeutig, w enn für jedes P olygon P die zugehörige

F unktion z

P

hö c hstens einen Fixpunkt b esitzt (die Existenz ist gesic hert, falls die gegeb ene

Kurv e ein gültiger FIF

lin

-Graph ist).

Dazu m uÿ das V erhalten v on z

P

genauer un tersuc h t w erden. Betrac h ten wir no c h ein-

mal Abbildung 2.21(b). Um einen Fixpunkt zu erhalten, würde man in tuitiv vielleic h t

den Punkt P

1

auf den Punkt P

n +1

hinzub ew egen, also nac h auÿen v ersc hieb en. Dann

wird ab er der Fläc heninhalt v on Dreiec k 4 pP

1

P

2

gröÿer, der jedo c h fest v orgegeb en ist.

Um dies auszugleic hen, m uÿ daher P

2

nac h innen w andern, d.h. auf p zu. Dies v erklei-

nert ab er Dreiec k 4 pP

2

P

3

, so daÿ P

3

nac h auÿen b ew egt wird, damit der Fläc heninhalt
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k onstan t bleibt. (Man b eac h te, daÿ b ei einer V ariation v on P

1

die Lagen aller folgenden

Ec kpunkte P

i

sic h auf eindeutig b estimm te Art eb enfalls v erändern.) Auf diese W eise

w erden o�en bar alle Ec kpunkte mit ungeradem Index (wie P

1

) nac h auÿen b ew egt, alle

anderen nac h innen. Im Beispiel gilt n = 7 , also w andert P

n +1

= P

8

nac h innen, und

es gibt genau eine W ahl v on P

1

, für die P

8

und P

1

zusammenfallen � das P olygon ist

rek onstruiert.

Dieser Erfolg b eruh t ab er darauf, daÿ hier n ungerade ist. Allgemein gilt für das

V erhalten der F unktion z

P

:

� Ist die Ec k enzahl n v on P ungerade, so b ew egt sic h P

n +1

= z

P

( P

1

) b ei einer V erän-

derung v on P

1

en tlang p ! P

1

entge gen der Bew egungsric h tung v on P

1

.

� Ist n gerade, so b ew egen sic h P

1

und P

n +1

stets gleic hgeric h tet, d.h. en t w eder b eide

nac h auÿen o der b eide nac h innen auf p zu.

Für gerades n m uÿ also die K onstruktion theoretisc h nic h t un b edingt zum Erfolg führen,

und tatsäc hlic h �ndet man relativ leic h t ein Gegen b eispiel.

P

1

(a)

P

1

(b)

Abbildung 2.22: Zw ei A c h tec k e mit gleic her FIF

lin

-Darstellung

In Abbildung 2.22(a) ist ein sternartiges, ac hsensymmetrisc hes A c h tec k angegeb en.

Bew egt man hier den Punkt P

1

nac h auÿen, so w andern al le k onk a v en Ec k en nac h auÿen,

w ährend alle Spitzen sic h auf p zub ew egen. Irgendw ann sind die K onk a v ec k en k ollinear

mit ihren Nac h barn, und es ist ein Rhom bus en tstanden. Wird dann P

1

w eiter v on p

en tfern t, so ergibt sic h sc hlieÿlic h das regelmäÿige A c h tec k im Bild rec h ts daneb en. Bei

dieser Um w andlung, die ein Beispiel für das in Kapitel 1.3.6 v orgestellte Morphing ist,

bleib en säm tlic he Zen triwink el des Sterns (d.h. alle Sektoren wink el mit p als Sc heitel)

un v erändert, eb enso die Fläc heninhalte der Sektoren. Das regelmäÿige A c h tec k hat daher

exakt die gleic he Fläc heninhaltsfunktion FIF

lin

wie der anfänglic he Stern (gleic hes gilt für

alle Zwisc henp olygone dieses Morphings).

Allerdings treten diese Mehrdeutigk eiten nic h t b ei allen P olygonen mit gerader Ec k en-

zahl auf. Selbst w enn sic h P

1

und P

n +1

b ei der Rek onstruktion in die gleic he Ric h tung

b ew egen, k ann diese Bew egung mit un tersc hiedlic her Gesc h windigk eit erfolgen, so daÿ
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un ter Umständen trotzdem genau eine Lage v on P

1

existiert, für die P

n +1

mit P

1

zusam-

menfällt wie im ungeraden F all. Die Klasse der P olygone, für die die Rek onstruktion aus

der FIF

lin

nic h t möglic h ist, wurde no c h nic h t genau iden ti�ziert.

Die Metrik eigensc haft � A = B ( ) s ( A ; B ) = 0 � gilt jedenfalls für die FIF

lin

nic h t.

Da sie jedo c h hö c hstens für P olygone mit gerader Ec k enzahl v erletzt ist, m üssen wir nac h

einer Möglic hk eit suc hen, uns auf P olygone mit ungerader Ec k enzahl zu b esc hränk en. In

der Praxis k ann man das wie folgt erreic hen:

Als Grund für die Mehrdeutigk eiten hatten wir erk ann t, daÿ zuviel Information zwi-

schen den Ec kpunkten der P olygone v ersc henkt wurde. Gibt man n ur einen einzigen

Zwisc henpunkt (d.h. einen zusätzlic hen Wink el mit zugehörigem Fläc heninhalt) v or, so

ist die Lage der P olygonk an te �xiert, auf der dieser Punkt liegt, und mit ihr dann wieder

das ganze P olygon.

Eine Lösung des Problems b esteh t also darin, ein P olygon mit gerader Ec k enzahl mit

zusätzlic hen, ungeradzahlig vielen Stützstellen zu v ersehen.

6

Diese Lösung ist ab er in der

Praxis nic h t angebrac h t. Da das Ausgangsp olygon geradzahlig viele Kan ten hat, k ann man

die zusätzlic hen Punkte nic h t gleic hmäÿig auf die Kan ten v erteilen. Dadurc h b eein�ussen

sie die FIF

lin

des P olygons ungleic hmäÿig, und der Distanzw ert hängt v on der Ausw ahl

der Punkte ab. Zum zw eiten wird sic h k aum eine rotationsunabhängige Ergänzung der

Punkte �nden lassen.

Hier n utzt man viel b esser die praktisc hen Gegeb enheiten aus: Der Laserscanner v oll-

führt zur Gewinn ung des Sic h tbark eitsp olygons einen Rundumscan und liefert in regelmä-

ÿigen Wink elabständen einen En tfern ungsw ert zurüc k. Das Wink elinkremen t sollte n un

so eingestellt w erden, daÿ die Anzahl der Meÿpunkte nac h einer Dreh ung ungerade ist.

2.3.3 Allgemeines

Ausw ahl einer F unktionenmetrik. In allen bisherigen Ähnlic hk eitsabbildungen ha-

b en wir zur Messung des Abstands der F unktionsdarstellung die Inte gr almetrik für stetige

F unktionen v erw endet. Dab ei handelt es sic h allgemein um die Klasse der Metrik en

L

p

=

p

s

Z

b

a

j f ( x ) � g ( x ) j

p

dx (2.8)

für das gemeinsame De�nitionsin terv all [ a; b ] v on f und g . Aus Gründen des Rec henauf-

w andes wird für p meistens 1 o der 2 gew ählt. Die L

1

-Norm ist oft einfac her zu b erec hnen,

auc h w enn f und g lineare (nic h tk onstan te) F unktionen sind. Die Norm L

2

bietet den

V orteil, daÿ die Betragsstric he in Gleic h ung (2.8) en tfallen und man sic h daher b ei der

In tegralb erec hn ung k eine Gedank en üb er Sc hnittpunkte v on f und g mac hen m uÿ. Dies

wurde b ei b eiden bisher b ehandelten P olygonmetrik en ausgen utzt. Der eingesparte orga-

nisatorisc he Aufw and wird b ei der In tegration wieder eingefordert.

Es sind auc h andere F unktionsmetrik en denkbar. G. Rote ([Rote92 ]) erw ähn t die b e-

6

Würde man zu einem P olygon mit unger ader Ec k enzahl (und daher eindeutiger FIF

lin

-Darstellung)

einen Punkt hinzufügen, so k önn te es ev en tuell eine ganze Reihe v on P olygonen geb en, die jetzt eb enfalls

diese FIF

lin

-Darstellung hab en, die n un also mehrdeutig gew orden ist.
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schr änkte Lipschitz-Metrik jj f � g jj

BL

mit

f

BL

= max

�

Z

b

a

f ( x ) g ( x ) dx : j g ( x ) j � M ; j g ( x ) � g ( y ) j � j x � y j 8 x; y

�

für einen P arameter M , die Maxim umsmetrik jj f � g jj

1

= max

x 2 [ a;b ]

j f ( x ) � g ( x ) j und

die Diskrepanzmetrik

jj f � g jj

D

= max

a � l � r � b

�

�

�

�

Z

r

l

( f ( x ) � g ( x )) dx

�

�

�

�

:

(All dies sind Metrik en, da sie v on Normen abgeleitet sind.) Da v on ist die Maxim ums-

metrik sic her am leic h testen zu b erec hnen, w äre also ein geeigneter Kandidat. Sie ist

allerdings für praktisc he Belange viel zu grob, wie folgendes Beispiel für die appro ximier-

te Fläc heninhaltsfunktion zeigt (Abbildung 2.23). Für die Seitenlängen gelten a < a

0

,

b

0

A :

b

f g

P

1

P

0

1

p

p

a

0

a

c

c

0

B :

Abbildung 2.23: Maxim umsmetrik für F unktionen

b = b

0

, c > c

0

. Dann ergeb en sic h für die P olygone A und B die FIF

lin

-Darstellungen

f und g . Ob w ohl die Dreiec k e nic h t w esen tlic h v ariieren, ist der Maxim umsabstand der

Graphen (angenommen an der gestric helten Linie) sehr groÿ.

Wink elmaÿ v ersus Bogenlänge. Die PKF und die FIF b en utzen zum Ermitteln des

F unktionsw ertes eines P eripheriepunktes P dasselb e F unktionsargumen t: den Wink el, den

der Strahl v om Kernpunkt p durc h P mit einer b estimm ten Referenzric h tung einsc hlieÿt.

Auc h hier gibt es o�en bar Alternativ en. Die Bo genlänge eines P eripheriepunktes P

ist de�niert als die Länge des W eges, die auf dem P olygonrand v on einem festzulegenden

Startpunkt P

1

bis zu P (meist im Gegen uhrzeigersinn) zurüc kzulegen ist. Auc h diese Dar-

stellung erlaubt eine Bijektion der Menge aller P eripheriepunkte auf ein reelles In terv all,

in diesem F all [0 ; u

P

] für den P olygon umfang u

P

. Eine andere Gemeinsamk eit b eider V ari-

an ten ist, daÿ sie eine F estlegung b enötigen, w o der W ert Null (Wink el bzw. Bogenlänge)

angenommen w erden soll � am Punkt P

1

.

In teressan ter sind die Un tersc hiede. Zunäc hst ergibt sic h in den meisten An w endungen

der Bogenlänge zur funktionalen P olygonrepräsen tation die Not w endigk eit einer Normie-

rung v on [0 ; u

P

] auf z.B. [0 ; 1] , da das In terv all sonst nic h t als Basis b ei einem V ergleic h
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v ersc hiedener Graphen p er In tegralmetrik v erw endbar ist. Das Wink elmaÿ hat v on v or-

neherein eine feste De�nitionsmenge [0 ; 2 � ] .

Umgek ehrt b esteh t ein Nac h teil der Wink eldarstellung darin, daÿ sie in der v orgestell-

ten F orm n ur für sternförmige P olygone möglic h ist. Andernfalls gibt es k einen Punkt,

v on dem aus ein Laserstrahl stets genau einen P eripheriepunkt tri�t. Das ist ab er für die

An w endung im Zusammenhang mit Sic h tbark eitsp olygonen k eine Einsc hränkung.

Die w eiteren Un tersc hiede sind nic h t so o�ensic h tlic h. So w ohl b ei der PKF als auc h

b ei der FIF ergab en sic h relativ k omplizierte F unktionsb esc hreibungen mit gebro c henra-

tionalen Ausdrüc k en in Wink elfunktionen. Um das in den jew eiligen Metrik en gebildete

Minim um exakt zu b estimmen, m uÿten wir uns auf eine lineare Appro ximation dieser

F unktionen b esc hränk en.

Bei der V erw endung des Bogenmaÿes als Argumen t erhält man w esen tlic h einfac here

Strukturen, b eispielsw eise wie folgt b ei der Fläc heninhaltsfunktion:

Der üb erstric hene Fläc heninhalt wird als F unktion einer reellen Zahl aus [0 ; 1] dar-

gestellt, die v ermöge der normierten Bogenlänge eindeutig einen P eripheriepunkt P b e-

zeic hnet. Daraus ergibt sic h eine einfac he lineare Bezieh ung, wie Bild 2.24 zeigt.

P

P

i +1

h

i

P

i

s

p

Abbildung 2.24: Üb erstric hene Fläc he in Abhängigk eit v on der Bogenlänge

Die Höhe h

i

des Dreiec ks 4 pP

i

P

i +1

ist unabhängig v on der Lage v on P zwisc hen

P

i

und P

i +1

. Die Länge s der Grundseite ist genau durc h die (lok ale) Bogenlänge des

Punktes P gegeb en. Betrac h tet man s als Argumen t einer F unktion, so erhält man

A = s � h

i

= 2 ;

also eine lineare Bezieh ung. Die (globale) Fläc heninhaltsfunktion ist damit stüc kw eise

linear; die (Sektor-)K onstan te h

i

= 2 gibt den Anstieg des Graphen zwisc hen zw ei Stütz-

stellen an. Eine Appro ximation erübrigt sic h, man k ann die minimale L

2

-Norm zwisc hen

zw ei solc hen Kurv en b ereits in der � Originalv ersion � b estimmen.

Leider ist diese F orm der Fläc heninhaltsfunktion nic h t eindeutig: Man b etrac h te die

b eiden P olygone in Abbildung 2.25. Der Abstand v on p zu den Dreiec ksseiten sei jew eils

gleic h und stimme auc h mit dem Abstand v on p

0

zu den Quadratseiten üb erein. Dann ist

die FIF im gesam ten In terv all [0 ; 1] linear,

7

und die b eiden Graphen sind nic h t (zumindest

mit k einer der L

p

- o der der auf Seite 66 v orgestellten Metrik en) un tersc heidbar.

7

Die inneren Stützstellen sind im Bild als sc h w arze Punkte für das Dreiec k und als Kreise für das

Quadrat dargestellt
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A

p

0

d

d

1

p

Abbildung 2.25: Zw ei P olygone mit derselb en FIF als F unktion der Bogenlänge

Die Iden titätseigensc haft einer Metrik ist also v erletzt. Es hat sogar je des r e gelmäÿige

n -Eck mit Abstand d des Sc h w erpunktes (den wir hier einmal als den sp eziellen Kernpunkt

annehmen) v on den Seiten dieselb e FIF-Darstellung wie in Bild 2.25. Allgemein gilt:

Beobac h tung 2.15 Ein Polygon b esitzt genau dann einen inner en Punkt p , der von al len

Seiten den gleichen A bstand hat, wenn sich die Wink elhalbierenden der Innenwinkel in

einem Punkt schneiden; dieser erfül lt dann die Eigenschaft von p .

Dies tri�t durc haus nic h t n ur für regelmäÿige P olygone zu, sondern z.B. eb enso für geeig-

nete T rap eze, Rhom b en etc. Diese n -Ec k e hab en nic h t einmal alle den gleic hen Fläc hen-

inhalt, da der W ert f (1) = A (siehe Bild) aufgrund der Normierung der Bogenlänge die

Fläc he nic h t exakt wiedergibt.

Beim Kreis fallen übrigens die FIF als F unktion der Bogenlänge und die FIF als F unk-

tion v om Strahlwink el zusammen, denn b eide Argumen te sind prop ortional zueinander

mit dem Radius des Kreises als k onstan tem F aktor. Die FIF-Darstellung des Kreises hat

eb enfalls die Gestalt wie in Abbildung 2.25 rec h ts.

Ein letzter V orteil des Wink elargumen ts gegen üb er der Bogenlänge ist praktisc her Na-

tur. Bild 2.26 zeigt ein einseitig v errausc h tes P olygon und das Original dazu.

p

0

P

2

P

3

P

0

2

P

0

3

P

0

1

P

1

p

D D

0

Abbildung 2.26: Einseitiges Rausc hen eines P olygons

Die Gröÿe der T eilin terv alle, die den Sektoren 4 pP

2

P

3

und 4 p

0

P

0

2

P

0

3

en tsprec hen,

hängt stark da v on ab, ob das F unktionsargumen t der Wink el o der die Bogenlänge ist:
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Bezeic hnet � ( P ) (bzw. �

0

( P ) ) den Wink el, den der Strahl v on p (bzw. p

0

) durc h P

mit der Horizon talen einsc hlieÿt, so gilt � ( P

2

) = �

0

( P

0

2

) , � ( P

3

) = �

0

( P

0

3

) . Das zugehörige

T eilin terv all v on [0 ; 2 � ] ist also zwisc hen P

2

und P

3

dasselb e wie zwisc hen P

0

2

und P

0

3

(Wink el als Argumen t).

Der Bogenlängenan teil der Strec k e P

0

2

P

0

3

am Umfang v on D

0

ist jedo c h w eit gröÿer

als b ei D ; er k ann im Stil einer fraktalen Linie b eliebig groÿ w erden. Dadurc h wird auc h

der Ein�uÿ der v errausc h ten Linie auf den W ert der Metrik b eliebig ho c h.

8

Zu dieser

Problematik siehe auc h die Besc hreibung der A rkin-Metrik in Kapitel 3.1 (Seite 71).

Dieser F all einseitigen Rausc hens ist in der Rob oterlok alisation tatsäc hlic h möglic h.

Man stelle sic h, wie im Bild angedeutet, v or, der Rob oter stehe in einem dreiec kigen

Zimmer nahe an einer der Ec k en. Dann w erden die gemessenen En tfern ungsw erte für die

gegen üb erliegende W and stärk er v errausc h t sein.

Ist der Rob oter in der Mitte plaziert, dann sind die Seiten gleic hmäÿig v errausc h t.

Damit erhöh t sic h zw ar der Umfang des P olygons, ab er durc h das Normieren der Bogen-

länge auf [0 ; 1] hab en die drei Seiten dann den gleic hen An teil am De�nitionsin terv all wie

im un v errausc h ten F all.

Insofern hat die Normierung der Bogenlänge auc h eine p ositiv e K onsequenz: sie v er-

hindert die stark e Beein�ussung des Metrik abstandes durc h gleichmäÿiges Rausc hen. Für

uneinheitlic h v erteilte Meÿfehler ist sie eher v on Nac h teil und deshalb für die Rob oterlo-

k alisation w eniger geeignet.

8

Zw ar k omm t es auc h hier wieder zu einer V eränderung des Kernpunktes, die im Bild nic h t dargestellt

ist. Das Phänomen der un tersc hiedlic h langen De�nitionsin terv alle zur Repräsen tation des v errausc h ten

Absc hnitts ist jedo c h da v on unabhängig.



Kapitel 3

Ähnlic hk eitsfunktionen für b eliebige

P olygone

Dieses Kapitel b esc hreibt Ähnlic hk eitsfunktionen anderer Autoren, die nic h t v or dem

Hin tergrund der Rob oterlok alisation gearb eitet hab en. Dadurc h sind die de�nierten Di-

stanzmaÿe nic h t aus der Arb eitsw eise eines Laserscanners abgeleitet, sondern b en utzen

ganz allgemeine in tuitiv e V orstellungen v om P olygon v ergleic h. Denno c h gilt auc h hier, wie

in der Einleitung zu Kapitel 2 festgestellt, daÿ die P olygone zunäc hst in eine b estimm-

te Darstellung zu üb erführen sind, in der sie sic h dann leic h ter v ergleic hen lassen. Wir

w erden eine w eitere funktionale so wie eine zeic henk ettenorien tierte P olygonrepräsen tation

v orstellen.

Es wird sic h zeigen, daÿ zumindest teilw eise die sp eziellen V orgab en der Rob oterlo-

k alisation ausgen utzt w erden k önnen, um die allgemeinen Distanzen für diese k onkrete

An w endung et w as zu v erb essern.

Im folgenden gehen wir also v on einfac hen, ab er sonst b eliebigen, insb esondere nic h t

un b edingt sternförmigen P olygonen aus. Da die meisten Sac h v erhalte aus den jew eils an-

gegeb enen Quellen zitiert sind, w erden zu Sätzen und Lemmata k eine Bew eise angeführt.

Die Problematik v errausc h ter Eingab edaten b esteh t in vielen An w endungen und nic h t

n ur b ei der Arb eit mit einem Laserscanner. Daher w erden wir uns auc h in diesem Ab-

sc hnitt mit Ungenauigk eiten der Eingab edaten b efassen.

3.1 Arkin-Metrik

Lösen wir uns n un v on der V orstellung, daÿ ein Innenpunkt existiert, v on dem das ge-

sam te P olygon aus eingesehen w erden k ann. Mö c h te man trotzdem eine mathematisc he

Gröÿe hab en, die eine Art P arametrisierung des P olygons ergibt (analog zum Wink el des

Laserstrahls mit der Horizon talen), so k ann man auf die Bogenlänge zurüc kgreifen, auf

die b ereits kurz in Absc hnitt 2.3.3 auf Seite 67 eingegangen wurde. Dazu legt man einen

Punkt P

0

auf der P eripherie des P olygons fest, dem die Bogenlänge Null zugewiesen wird,

und ordnet jedem Punkt P die W egstrec k e zu, die gegen den Uhrzeigersinn zurüc kzule-

gen ist, um P v on P

0

aus zu erreic hen. Um diese P arametrisierung später als Argumen t

einer F unktion v erw enden zu k önnen, die mit anderen F unktionen v erglic hen w erden soll,

normiert man die Bogenlänge auf ein k onstan tes In terv all, das wir hier als [0 ; 1] w ählen.

71
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Umgek ehrt de�niert dadurc h jede Zahl aus [0 ; 1] eindeutig einen Punkt auf der P oly-

gonp eripherie. Für eine Zahl b > 1 k ann man sic h einen ev en tuell mehrfac hen Umlauf um

das P olygon v orstellen, nac h dem denno c h wieder eindeutig ein Zielpunkt b estimm t ist.

Die so de�nierte Bogenlängenfunktion f v on R

� 0

in die Menge der P eripheriepunkte v on

P ist p erio disc h; es gilt f ( b + 1) = f ( b ) für alle b und insb esondere f ( n ) = f (0) = P

0

für

alle n 2 N .

3.1.1 Die T urning-F unktion

Nun ist eine Gröÿe festzulegen, deren Änderung gegen üb er der Bogenlänge möglic hst ein-

deutig Auskunft üb er die Gestalt des P olygons gibt. Arkin et al. sc hlagen in [A CH

+

91 ]

dazu den Anstieg der P olygonk an ten gegen üb er einer Referenzric h tung, et w a der Horizon-

talen, v or. Genauer:

De�nition 3.1 Seien P ein b eliebiges (einfaches) Polygon, P

0

ein Punkt auf der Peri-

pherie sowie f : [0 ; 1] � ! @ P die Bo genlängenp ar ametrisierung von P b ezüglich P

0

als

Startpunkt.

Die A bbildung � : [0 ; 1] � ! R bildet eine r e el le Zahl b 2 [0 ; 1] auf den Winkel zwischen

derjenigen orientierten Polygonkante und der b -A chse ab, auf der der Punkt f ( b ) lie gt,

und heiÿt T urning-F unktion von P (b ezüglich P

0

).

Ist f ( b ) ein Ec kpunkt P

k

des P olygons, so sei festgelegt, daÿ er auf der Kan te P

k

P

k +1

liegt.

Wird b ei dem gedac h ten Umlauf um das P olygon eine Ec k e üb erstric hen (und n ur

dann ändert sic h der W ert der T urning-F unktion), so soll der F unktionsw ert um den

Auÿen wink el an dieser Ec k e w ac hsen, w enn die Ec k e k on v ex ist, ansonsten um diesen

Betrag fallen. Nac h einem v ollen Umlauf um das P olygon hat der F unktionsw ert daher

nic h t wieder den Ausgangsw ert angenommen, sondern ist genau um 2 � gröÿer: �(1) =

�(0) + 2 � .

Diese Zusatzfestlegung ist in Bild 3.1 zu erk ennen: Der F unktionsw ert an der Stelle

P = f ( b

1

) b eträgt nic h t 0 , sondern 2 � . Dadurc h v erdien t die F unktion eher den Namen

P

�

2 �

P

0

�( b )

1

b

b

1

Abbildung 3.1: T urning-F unktion eines einfac hen P olygons
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�T urning-F unktion � : Sie b esc hreibt das V erhalten der P olygon krümmung an den W ende-

punkten der P olygonp eripherie, den Ec k en.

3.1.2 Eigensc haften der T urning-F unktion

Kurv en v erlauf. Da sic h der Anstieg der P olygonk an ten gegen üb er einer Bezugsric h-

tung n ur an den Ec k en des P olygons ändert, ist die T urning-F unktion stüc kw eise k on-

stan t. Die Unstetigk eitsstellen liegen genau an den P arameterw erten b v or, die den Ec k en

en tsprec hen. Die Höhe einer Sprungstelle gibt den an der b etre�enden Ec k e v orliegen-

den Auÿen wink el an; ist eine Ec k e k ollinear mit ihren b eiden Nac h barn (�redundan ter

Ec kpunkt � ), so �ndet k ein Sprung statt.

Die F unktion k ann b eliebig kleine und b eliebig groÿe W erte annehmen: Ein spiral-

förmiges P olygon b ewirkt eine V erkleinerung des F unktionsw ertes, solange es sic h im

Uhrzeigersinn windet, und en tsprec hend eine V ergröÿerung, w o es p ositiv orien tiert ist.

Da der F unktionsw ert �(0) , also der Anstieg der ersten P olygonk an te, stets im In ter-

v all [0 ; 2 � ] liegt, gibt es k ein P olygon, dessen T urning-F unktion aussc hlieÿlic h negativ e

W erte annimm t.

Die Längen der P olygonseiten (relativ zum Umfang) sind aus den Breiten der Streifen

abzulesen, die durc h die Sprungstellen de�niert sind.

Monotonie. Ob en erw ähn te Zusatzfestlegung hat folgende K onsequenz:

1. Ist P k on v ex, so ist � für jeden Startpunkt P

0

monoton.

2. Ist P nic h t k on v ex, so ist � monoton, falls P genau eine k onk a v e Ec k e P hat und

P

0

= P gew ählt wurde; in allen anderen Fällen ist � nic h t monoton.

Es gilt also:

P k on v ex ( ) � monoton für jeden b eliebigen Startpunkt auf der P eripherie.

Allgemeiner ist eine Ec k e P genau dann eine K on v exec k e, w enn an der en tsprec henden

Sprungstelle im Graph �� gröÿer als Null ist.

P olygon transformationen, Startpunkt w ahl. Die T urning-F unktion ist so w ohl ge-

gen üb er T ranslationen als auc h Sk alierungen des Eingab ep olygons unabhängig: W eder die

Anstiege der Kan ten no c h die Seitenlängen r elativ zum Umfang (Normierung auf [0 ; 1] )

ändern sic h un ter diesen Ähnlic hk eitstransformationen.

Eine Rotation des Eingab ep olygons um einen Wink el � gegen den Uhrzeigersinn b e-

deutet, daÿ sic h der Anstieg jeder P olygonseite um � ändert. Dadurc h wird der F unkti-

onsgraph parallel nac h ob en ( � > 0 ) o der nac h un ten ( � < 0 ), d.h. in Ric h tung v on � ,

v ersc hob en.

Sc hlieÿlic h b esitzt die F unktion einen Startpunktparameter P

0

. V ersc hiebt man diesen

Punkt en tlang der P eripherie, so w erden alle Anstiege an b estimm ten P eripheriepunkt-

stellen zeitlic h v erzögert o der im V oraus aufgezeic hnet, w enn man sic h die b -A c hse als

Zeitac hse v orstellt. Das en tspric h t, ähnlic h wie b ei der P olark o ordinatenfunktion, einer

V ersc hiebung des Graphen in Ric h tung dieser A c hse, also horizon tal. Genauer wird der

Graph nac h rec h ts v ersc hob en, w enn P

0

gegen den Uhrzeigersinn b ew egt wird, ansonsten

nac h links.
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3.1.3 Ableitung der Metrik

Das Prinzip zur Ableitung einer Metrik ist wiederum, die b eiden F unktionsgraphen zw ei-

er P olygone zu v ergleic hen. Um die Ähnlic hk eitsb estimm ung un ter Rotationen und der

(willkürlic hen) W ahl des Startpunktes P

0

in v arian t zu mac hen, m uÿ üb er diese b eiden

P arameter minimiert w erden.

Die Rotation um � , die einer V ersc hiebung des Graphen in � -Ric h tung en tsprac h,

k ann dab ei durc h den Ausdruc k �( x ) + � mo delliert w erden. Eine Startpunktv erände-

rung v ersc hiebt den Graphen horizon tal, w as mittels �( x + b ) parametrisierbar ist. Der

P arameter b gibt dab ei die W eglänge (relativ zum Umfang) an, um die P

0

v ersc hob en wur-

de: b > 0 b edeutet V ersc hiebung gegen den Uhrzeigersinn. K om biniert man diese b eiden

P arametrisierungen, so erhält man folgende

De�nition 3.2 Seien �

A

und �

B

die T urning-F unktionen zweier Polygone A und B . Die

A bbildung

d ( A ; B ) =

s

min

� 2 R ;b 2 [0 ; 1]

Z

1

0

(�

A

( x + b ) � �

B

( x ) + � )

2

dx

heiÿt A rkin-Metrik auf der Menge al ler einfachen Polygone.

Statt der hier v erw endeten L

2

-Norm w äre auc h jede andere L

p

-Norm denkbar gew esen.

Bei der Besc hreibung der Berec hn ung dieser Metrik k onzen trieren sic h Arkin et al. jedo c h

auf den F all p = 2 , auf den wir uns daher b esc hränk en w ollen.

Der Bew eis der Metrik-Eigensc haften, der v on der W ahl v on p unabhängig ist, ist in

[A CH

+

91 ] nac hzulesen.

Damit hat man zunäc hst ein zw eidimensionales Minimierungsproblem v or sic h. Bei

der Fläc heninhaltsfunktion gelang es nic h t, ohne deutlic he V ereinfac h ungen an der De�ni-

tion die Minimierung üb er die b eiden P arameter e�zien t zu b erec hnen. Da die T urning-

F unktion jedo c h stüc kw eise k onstan t ist und damit eine sehr einfac he Gestalt hat, läÿt

sic h die Menge aller Stellen aus R � [0 ; 1] , die für die minimierenden W erte ( � ; b ) in F rage

k ommen, stark reduzieren:

Lemma 3.3 Sei für das Inte gr al aus De�nition 3.2 der Par ameter b fest gewählt. Der

minimier ende W ert für � ist dann ge geb en dur ch

�

�

= c � 2 � b mit c =

Z

1

0

�

B

( x ) dx �

Z

1

0

�

A

( x ) dx:

Ersetzt man also in De�nition 3.2 den P arameter � durc h �

�

, so erhält man ein eindi-

mensionales Minimierungsproblem in b .

Wiederum da �

A

und �

B

stüc kw eise k onstan t sind, k ann man zeigen, daÿ der mi-

nimierende W ert b einer horizon talen V ersc hiebung des Graphen v on �

A

en tspric h t, b ei

der eine Unstetigk eitsstelle v on �

A

und eine v on �

B

zusammenfallen. Da v on gibt es n ur

m � n viele (für P olygone mit m bzw. n Ec k en), so daÿ ein O ( mn � ( m + n )) -Algorithm us

zur Berec hn ung der Metrik unmittelbar folgt: Genau wie b ei der (nic h tappro ximierten)

P olark o ordinaten- und der Fläc heninhaltsfunktion ist für jede der m � n Lagen der b eiden

Graphen das Gesam tin tegral durc h Aufsummieren der Einzelw erte in den m + n Streifen
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zu bilden. Es sei ab er no c hmals der Un tersc hied erw ähn t, daÿ b ei den b eiden anderen

Metrik en der globale Minimalw ert nic h t un b edingt für ein Zusammenfallen zw eier Üb er-

gangsstellen angenommen w erden m uÿ, sondern möglic herw eise für eine Zwisc henlage.

Sc hlieÿlic h läÿt sic h der Algorithm us zur Berec hn ung der Metrik no c h v erb essern, so

daÿ man eine Laufzeitk omplexität v on O ( mn � log mn ) erhält, w as erneut die stüc kw eise

K onstan theit der b eiden b eteiligten F unktionen inhären t ausn utzt.

3.1.4 Die Arkin-Metrik in der Rob oterlok alisation

In Absc hnitt 3.1.2 wurde festgestellt, daÿ die Darstellung eines P olygons durc h seine

T urning-F unktion sk alierungsunabhängig ist. Das ist in der Rob oterlok alisation uner-

wünsc h t. Da dieses Problem auc h im Zusammenhang mit der Fläc heninhaltsfunktion FIF

auftrat, sei auf Kapitel 2.2.5 auf Seite 60 v erwiesen, w o eine prinzipielle Lösungsmöglic h-

k eit angegeb en ist.

Das Argumen t der T urning-F unktion ist die Bogenlängenp osition des P eripheriepunk-

tes, in dem der T angen tialanstieg gegen üb er der Horizon talen gemessen wird. In Kapi-

tel 2.3.3 auf Seite 67 wurden einige kritisc he Anmerkungen zur Bogenlänge als Argumen t

der FIF gemac h t, die leider in dieser F orm auc h für die T urning-F unktion gelten. Un-

einheitlic hes Rausc hen, wie es in Bild 2.26 (Seite 69) dargestellt ist, v erändert nic h t n ur

die T urning-F unktion sehr, ohne daÿ das P olygon gegen üb er dem Original sehr unähnlic h

ist. Es läÿt darüb erhinaus den Ein�uÿ gerade der einen v errausc h ten Seite b eliebig stark

w erden, da das T eilin terv all v on [0 ; 1] , das diese Seite repräsen tiert, im V erhältnis zu den

anderen Seiten b eliebig lang w erden k ann.

Arkin et al. b emerk en zu diesem Problem ([A CH

+

91 , Seite 210]), daÿ in An w endungen

der Computer Vision hauptsäc hlic h einheitlic hes Rausc hen zu erw arten ist. Das ist in der

Rob oterlok alisation mittels Laser-Radar leider nic h t der F all, wie eb enfalls im Zusammen-

hang mit Abbildung 2.26 erläutert wurde.

In ob en erw ähn tem Kapitel wurde diese Problematik als ein sp ezieller Nac h teil der

Bogenlängenrepräsen tation der P eripheriepunkte aufgeführt. Da wir in der Rob oterlok ali-

sation v on der zusätzlic hen Eigensc haft der Sternförmigk eit der Eingab ep olygone ausgehen

k önnen, bietet es sic h an, statt der Bogenlänge wiederum den Strahlwink el als Argumen t

zu b en utzen (ansonsten ab er die De�nition der T urning-F unktion b eizub ehalten).

De�nition 3.4 Sei P ein sternförmiges Polygon, für das wie im F al l der PKF und der

FIF ein sp eziel ler Kernpunkt p festgele gt sei. Dann ist als Par ametrisierung der Polygon-

p eripherie sowohl die Bo genlänge als auch der Winkel eines Str ahls startend in p ge eignet.

Die T urning-F unktionen, die die jeweilige Par ametrisierung als A r gument b enutzen, seien

mit TF

BL

und TF

WKL

b ezeichnet.

Für alle regelmäÿigen n -Ec k e sind die TF

BL

und die TF

WKL

iden tisc h (abgesehen v on

der un tersc hiedlic hen Länge des De�nitionsin terv alls: 1 bzw. 2 � ). Dort sind nic h t n ur

alle Seiten gleic h lang, sondern auc h die Zen triwink el aller Sektoren gleic h groÿ, denn

der sp ezielle Kernpunkt ist hier der Umkreismittelpunkt. Daher sind die An teile aller

P olygonk an ten am Graphen jew eils gleic h ( 1 =n bzw. 2 � =n ).

Für unregelmäÿige P olygone un tersc heiden sic h die b eiden V arian ten der T urning-

F unktion. Bild 3.2 zeigt die Graphen der TF

BL

und der TF

WKL

für das einseitig v errausc h te

Dreiec k D

0

aus Abbildung 2.26. Die Graphen für das un v errausc h te Dreiec k D in jenem
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Bild links sind zum V ergleic h jew eils dünn darun tergezeic hnet, allerdings et w as v ersetzt,

um sie v on den anderen Graphen un tersc heiden zu k önnen. Der Startpunkt P

0

liege in D

b ei P

2

und in D

0

b ei P

0

2

.

1

�( b )

�

b

�( b )

2 �

1

2 �

�

bb

1

Abbildung 3.2: T urning-F unktion des einseitig v errausc h ten P olygons aus Abbildung 2.26

(Seite 69) mit Bogenlängenargumen t (links) und mit Wink elargumen t (rec h ts) im V er-

gleic h zum un v errausc h ten P olygon (dünn)

Man erk enn t deutlic h, daÿ b ei der T urning-F unktion mit Bogenlängenargumen t die

V erhältnisse durc h das Rausc hen stark v erzerrt w erden, w o durc h der L

2

-Abstand der

b eiden Graphen sehr groÿ wird. Im Bild rec h ts daneb en tritt dieser E�ekt nic h t auf.

Allerdings ist selbst b ei gleic hmäÿigem Rausc hen ein erheblic her Distanzw ert zu er-

w arten. Man b etrac h te dazu das T eilin terv all [0 ; b

1

] auf der b -A c hse im rec h ten Bild, w o

also zumindest die V erzerrungen durc h das Rausc hen ausgesc haltet sind. In diesem In-

terv all oszilliert der Graph der T urning-F unktion stark um das Geradenstüc k, daÿ die

exakte Kurv e wiedergibt (dünne Linie im Hin tergrund). Die Ursac he ist in der Art des

En tstehens des Rausc hens zu suc hen:

Ein Laserscanner b estimm t En tfern ungsw erte, k eine Anstiegswink el gegen üb er Be-

zugslinien. Dadurc h wird sic h Rausc hen auc h in erster Linie durc h falsc he En tfern ungen

b emerkbar mac hen. Die dadurc h eb enfalls auftretenden Sc h w ankungen v on Kan tenorien-

tierungen sind n ur mittelbar auf das Rausc hen zurüc kzuführen und daher in ihrer Quan-

tität nic h t absc hätzbar: Selbst b ei geringen F ehlern in der En tfern ungsmessung k ann sic h

der Wink el zwisc hen inziden ten P olygonk an ten b eliebig stark ändern. Dieser Umstand

tritt um so stärk er herv or, je kürzer die b etro�enen Seiten sind. Da ab er b ei v errausc h ten

P olygonen meist kürzere Segmen te zu erw arten sind als real v orhanden (durc h die gröÿere

Anzahl v on Ec kpunkten), dürfte der Ein�uÿ v on Winkelschwankungen erheblic h sein.

Auf diese F ehlerquelle nimm t die T urning-F unktion w enig Rüc ksic h t, da sie explizit auf

Wink elgröÿen aufbauend de�niert wurde. Für den F all v on �En tfern ungsrausc hen � wie b ei

der Rob oterlok alisation sind die PKF-Metrik und auc h die FIF-Metrik w eniger anfällig:

Die PKF miÿt direkt En tfern ungen, die dann n ur den direkten F ehlern des Scanners

un terliegen und nic h t durc h geometrisc he Sac h v erhalte unnötig v ergröÿert w erden. Ähnlic h

ist der Fläc heninhalt der Sektordreiec k e in der Summe bzw. im V erhältnis zum aktuellen

Wink el des F ahrstrahls w enig b eein�uÿbar durc h geringe En tfern ungssc h w ankungen, wie

sie in Bild 2.26 v orlagen.
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3.1.5 Absc hlieÿendes zur Arkin-Metrik

Zusammenfassend läÿt sic h üb er die Arkin-Metrik sagen: Die Idee, P olygonk an tenanstiege

in Abhängigk eit eines P eripherieparameters aufzuzeic hnen, ergibt eine analytisc h sehr ein-

fac he F unktionsdarstellung v on P olygonen. Die abgeleitete Metrik ist daher sehr e�zien t

b erec hen bar und leic h t implemen tierbar. Auÿerdem ist sie an w endbar für al le P olygone

(mit einigen Zusatzfestlegungen sogar für üb ersc hlagene). In diesen Punkten ist sie den

in Kapitel 2 v orgestellten Distanzen deutlic h üb erlegen.

Ähnlic h wie die Fläc heninhalts- und die P olark o ordinatenmetrik liefert die Arkin-

Metrik minimierende W erte für � und b zurüc k, die zur Ableitung eines P olygon-Matc hings

gen utzt w erden k önnen: Das optimale �

�

gibt die Dreh ung des P olygons A gegen den

Uhrzeigersinn an, der W ert b

�

b estimm t eindeutig einen P eripheriepunkt v on A , der durc h

eine T ranslation auf den v orher fest gew ählten Startpunkt P

0

v on B zu v ersc hieb en ist.

Üb er die Güte dieses Matc hings w erden in [A CH

+

91 ] k eine Angab en gemac h t.

Sp eziell in der Rob oterlok alisation ist jedo c h Rausc hen ein derart b edeutender F aktor,

daÿ et w as mehr Rec hen- und Zeitaufw and in Kauf genommen w erden wird, w enn dadurc h

Ungenauigk eitse�ekte b egrenzt w erden k önnen. Die Arkin-Metrik führt b ei ungleic hmäÿi-

gem Rausc hen zu einer mehr o der w eniger stark en V erzerrung der P olygondarstellung in

w aagerec h ter Ric h tung; die Zuordn ung v on T eilin terv allen v on [0 ; 1] und P olygonk an ten

ändert sic h v ollk ommen. Diesen E�ekt k ann man b ei sternförmigen P olygonen (und in

der v orgestellten F orm n ur b ei diesen) no c h leic h t b eseitigen, indem man zum Wink elar-

gumen t üb ergeh t. Da ab er En tfern ungsrausc hen selbst b ei kleinen F ehlern zu sehr hohen

Wink elsc h w ankungen führen k ann, würde diese Lösung k ein b efriedigendes Resultat im

Hin blic k auf die Meÿfehlerabhängigk eit ergeb en.

Auÿerdem ist die Sk alierungsunabhängigk eit der Metrik eine unerwünsc h te Eigen-

sc haft, die nic h t � wie b ei der FIF-Metrik � durc h eine p er De�nition durc hgeführte

Sk alierung en tstanden ist, sondern durc h die Sk alierungsunabhängigk eit der Meÿgröÿe,

nämlic h der Anstiegswink el.

3.2 Maes-Distanz

Während alle bisher v orgestellten P olygondistanzen auf einer funktionalen Darstellung der

Eingab ep olygone b eruhen, soll n un zum Absc hluÿ eine ganz andere Metho de v orgestellt

w erden.

3.2.1 P olygondarstellung

Ein P olygon läÿt sic h als eine endlic he F olge v on Punkten o der Strec k en b esc hreib en. Da-

her hab en einige Autoren v ersuc h t, P olygondistanzen üb er den V ergleic h v on F olgen b e-

stimm ter (mathematisc her) Ob jekte zu b estimmen (siehe zum Beispiel die Ke dem-Distanz

in [HK90 ]). Eine sp ezielle Art solc her F olgen sind Zeic henk etten.

Die Darstellung eines P olygons als String wirft zunäc hst die F rage nac h einem Alpha-

b et auf. Üb er einem endlic hen Zeic hen v orrat k önnen endlic he Strings auc h n ur endlic h

viele Ob jekte repräsen tieren. P olygone un tersc heiden sic h ab er selbst b ei v orgegeb ener

Ec k enzahl durc h quan titativ e Merkmale wie Seitenlängen und Innen wink el.
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Als Lösung dieses Problems k önn te man einfac h ein unendlic hes Alphab et zulassen,

et w a R , und ein P olygon als F olge seiner Kan tenlängen und Innen wink el darstellen. Um

Strec k enlängen und Wink el leic h ter v oneinander un tersc heiden zu k önnen, sc hlägt Maes

jedo c h v or, als Alphab et eine Menge zw eier Sym b ole � = f W ; L g zu b en utzen, die einen

Wink el bzw. eine Strec k e repräsen tieren ([Maes94]). Gröÿe und Länge w erden durc h ein

reelles A ttribut angegeb en, das jedem V ork ommen v on W und L in einem String angefügt

wird.

Eine andere Möglic hk eit der Un tersc heidung v on Strec k en und Wink eln ist die V er-

ein barung, in der P olygonrepräsen tation Strec k enlängen an allen ungeraden P ositionen,

Wink elgröÿen an allen geraden P ositionen des Strings zu notieren. Dies ist möglic h, da

sic h Wink el und Strec k en en tlang der P olygonp eripherie ab w ec hseln.

Die Not w endigk eit der Un tersc heidung ergibt sic h aus dem Ziel, daÿ die Ähnlic hk eit

v on P olygonen später üb er ihre Stringdarstellungen b estimm t w erden soll. Dab ei dürfen

natürlic h stets n ur Strec k en mit Strec k en so wie Wink el un tereinander v erglic hen w erden.

De�nition 3.5 Seien P ein einfaches Polygon und P

1

einer seiner n Eckpunkte. Seien

weiter ( � �

1

; : : : ; ��

n

) die F olge seiner Innenwinkelgr öÿen und ( l

1

; : : : ; l

n

) die F olge seiner

Seitenlängen, jeweils b e ginnend am Punkt P

1

. Dann heiÿt die Zeichenkette

A

P

:= ( �

1

; l

1

; : : : ; �

n

; l

n

) mit �

i

:= 180

�

� ��

i

die Stringr epr äsentation von P mit Startpunkt P

1

.

Um obiger Un tersc heidung v on Strec k enlängen und Wink elgröÿen gerec h t zu w erden,

gehen wir da v on aus, daÿ jedem Sym b ol des Strings angesehen w erden k ann, ob es sic h um

eine Länge o der einen Wink el handelt. Strenggenommen m üÿte jedes solc he Sym b ol ein

geordnetes P aar aus einem �T ypsp ezi�k ator � und einer reellen Zahl sein. � Der Grund für

die V erw endung v on 180

�

� ��

i

statt der Innen wink el ��

i

wird in Absc hnitt 3.2.3 klarw erden.

Abbildung 3.3 zeigt für das b ek ann te Beispielp olygon aus Bild 3.1 n un die Stringre-

präsen tation.

P

1

44

6

9

6

3

Stringrepräsen tation:

A

P

= (90

�

; 6 ; � 45

�

; 4 ; 135

�

; 9 ;

135

�

; 4 ; � 45

�

; 6 ; 90

�

; 3)

Abbildung 3.3: Stringrepräsen tation eines einfac hen P olygons P
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3.2.2 Eigensc haften der Stringdarstellung

Jeder String, der nac h De�nition 3.5 ein P olygon repräsen tiert, hat gerade Länge, und

die Sym b ole des Strings b ezeic hnen ab w ec hselnd Seitenlängen und Wink elgröÿen. Für die

Wink el �

i

an der Ec k e i gilt:

�

i

> 0 = ) i ist k on v ex,

�

i

= 0 = ) i ist redundan t, d.h. k ollinear mit ihren b eiden Nac h barn,

�

i

< 0 = ) i ist k onk a v.

O�ensic h tlic h ist die Darstellung eines P olygons durc h Strings gemäÿ obiger De�nition

unabhängig v on T ranslationen und Rotationen, denn es w erden n ur Seitenlängen so wie

relativ e Wink elgröÿen im Innern des P olygons gemessen.

Die Stringdarstellung hat einiges mit der Repräsen tation durc h die T urning-F unktion

aus Kapitel 3.1.1 gemeinsam: Auc h dort w erden Wink el (in F orm v on Kan tenanstiegen)

und Seitenlängen (durc h die Längen der T eilin terv alle v on [0 ; 1] ) zur Besc hreibung b en utzt.

Die P eripherie des P olygons ist in De�nition 3.5 gewissermaÿen durc h die Zahlenfolge

(1 ; 2 ; : : : ; 2 n � 1 ; 2 n ) parametrisiert; der P arameter gibt die P osition der i -ten Kan tenlänge

bzw. des j -ten Wink els im String an.

Ein wic h tiger Un tersc hied ist allerdings, daÿ hier k eine Normierung des P olygon um-

fangs auf 1 not w endig ist, denn wir hab en es nic h t mit einer funktionalen Darstellung zu

tun. Dadurc h brauc hen wir k ein normiertes De�nitionsin terv all, um et w a eine In tegraldi-

stanz ausrec hnen zu k önnen.

Die F olge ist, daÿ eine später abgeleitete Ähnlic hk eitsfunktion üb er Stringv ergleic h

nic h t automatisc h sk alierungsin v arian t ist, wie es b ei der Arkin-Metrik der F all w ar. Es sei

erneut daran erinnert, daÿ wir für die Rob oterlok alisation sk alierungssensitiv e Distanzen

brauc hen.

1

Die Darstellung hängt ab er v om Startpunkt P

1

ab. Die W ahl einer neuen Startec k e

b ewirkt ein zyklisc hes V ersc hieb en des Strings aus De�nition 3.5.

3.2.3 Stringv ergleic h üb er Edit-Distanzen

Zur Ableitung einer Distanzfunktion für P olygone v ergleic h t man n un also ihre Stringdar-

stellungen. Die Edit-Distanz setzt dazu drei Op erationen zur String-Manipulation v oraus

und b esc hreibt die Ähnlic hk eit v on Strings durc h die Gesam tk osten an Op erationen, die

zur Üb erführung des einen Strings in den anderen nötig sind.

De�nition 3.6 Seien � ein b eliebiges A lphab et und sp eziel l � das le er e W ort. Dann lassen

sich dur ch x ! y , x ! � und � ! y für x; y 2 � Ä nderungs-, L ösch- und Einfüge op e-

r ationen b eschr eib en, denen jeweils eine nichtne gative Zahl c als Kostenmaÿ zuge or dnet

sei.

Für zwei Wörter v ; w 2 �

�

ist eine Edit-Se quenz von v nach w de�niert als eine

F olge von Edit-Op er ationen obiger A rt, die v in w üb erführt. Die Kosten dieser Se quenz

1

Gleic h w ohl wurde in [Maes94 ] die P olygondarstellung in der sk alierten V ersion eingeführt, wie es in

vielen anderen An w endungen angemessen sein mag.
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sind de�niert als die Summe der Kosten al ler Se quenzop er ationen. Die Edit-Distanz

zweier Wörter v ; w 2 �

�

ist

d

e dit

( v ; w ) = min f C 2 R

� 0

: C sind die Kosten einer Edit-Se quenz,

die v in w üb erführt. g :

Ob d

edit

eine Metrik ist, hängt v on den K ostenfunktionen für die einzelnen Op erationen

ab. De�niert man zum Beispiel

c ( x ! � ) := 1 ; c ( � ! y ) := 1 und c ( x ! y ) :=

�

1 für x 6= y

0 für x = y

�

;

so ist d

edit

( v ; w ) genau die minimale A nzahl v on Edit-Op erationen zur Üb erführung v on

v in w , und d

edit

ist eine Metrik. Diese diskr ete Kostenfunktion ist ab er für unsere Zw ec k e

nic h t geeignet, da es zum Beispiel b ei der Üb erführung einer Strec k e eines P olygons in

eine andere durc haus auf die genauen Längen der Strec k en ank ommen soll und nic h t n ur

darauf, ob sie gleic hlang sind o der nic h t. Dies k ann man wie folgt erreic hen:

De�nition 3.7 Für al le x; y 2 � seien Kostenfunktionen der Editop er ationen de�niert

dur ch

c ( x ! � ) = c ( � ! y ) :=

�

j x j fal ls x ein Winkel ist

! � x fal ls x eine Seitenlänge ist

�

und

c ( x ! y ) :=

8

<

:

j x � y j für Winkel x und y

! � j x � y j für Seitenlängen x und y

1 sonst

9

=

;

;

wob ei ! 2 R

> 0

ein Gewichtsfaktor ist, mit dem man r e geln kann, wie die Kosten für

Op er ationen auf Seiten und Winkeln r elativ zueinander die Gesamtkosten b e ein�ussen.

Laut [Maes94 ] hängt die W ahl des P arameters ! stark v on der aktuellen An w endung

ab, ab er zum Beispiel auc h da v on, ob die Wink el in De�nition 3.5 in Grad o der Radian t

gemessen w erden.

Hier wird n un auc h deutlic h, w arum in De�nition 3.5 als Wink elgröÿen die W erte

180

�

� ��

i

statt der Innen wink el ��

i

gesp eic hert wurden: Die K osten des Einfügens o der

Lösc hens eines Wink els sind genau dann Null, w enn der Wink el 180

�

b eträgt; sie sind

maximal, w enn der Wink el nahe b ei 0

�

o der nahe b ei 360

�

liegt. Un ter �Einfügen eines

Wink els � ist dab ei das Splitten einer b estehenden P olygonk an te zu v erstehen, und zw ar

so, daÿ die b eiden en tstandenen Seiten nac h der Op eration einen Wink el wie angegeb en

miteinander einsc hlieÿen. Ist dieser Wink el 180

�

, so b edeutet das Splitten n ur das Einfügen

eines redundan ten Ec kpunktes ohne V eränderung der äuÿeren F orm des P olygons. Es ist

daher sinn v oll, genau in diesem F all die K osten als 0 zu de�nieren.

Für die De�nition der P olygondistanz ist n un wieder üb er die W ahl aller Startpunkte

zu minimieren. Um ein exaktes Matc hing zu erhalten, m üÿte als Startpunkt jeder Punkt

der P olygonp eripherie zugelassen w erden, nic h t n ur Ec kpunkte. Dazu k önn te man an der
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b etre�enden P eripheriepunktstelle einfac h einen w eiteren (redundan ten) Ec kpunkt einfü-

gen. Dann w äre die Stringrepräsen tation auc h für die ausgew ählte Stelle als Startpunkt

de�niert.

Dies v erursac h t ab er zw ei en tsc heidende Sc h wierigk eiten. Die erste ist als das Se g-

mentierungsphänomen b ek ann t und wird w eiter un ten b esc hrieb en (Absc hnitt 3.2.5). Das

andere Problem b esteh t darin, daÿ für das spätere Stringmatc hing n ur dann ein e�zien-

ter Algorithm us b ek ann t ist, w enn die Startpunkt w ahl auf die P olygonec k en b esc hränkt

ist. Eine Startv eränderung en tspric h t dann, wie gesagt, einem zyklisc hen Shiften, w as das

String-Matc hing gegen üb er dem für zw ei feste Strings lediglic h um einen logarithmisc hen

F aktor teurer mac h t. (Zu Einzelheiten des Algorithm us' siehe eb enfalls w eiter un ten.)

Damit leidet die Maes-Distanz an einem ähnlic hen Umstand wie die nic h tappro ximierte

PKF-Distanz: Eine k on tin uierlic he Minimierung üb er alle möglic hen Startpunkte ist bisher

nic h t e�zien t gelöst, und man b esc hränkt sic h auf die W erte für sp ezielle Startpunkte.

Dadurc h sind auc h b ei der Maes-Distanz k eine Metrik eigensc haften zu erw arten.

Um ab er zumindest Ec kpunkte als Startpunkte zuzulassen, b esc hreibt man zunäc hst

ein P olygon wie in De�nition 3.5 angegeb en und repräsen tiert es dann durc h einen zykli-

schen String [ A

P

] , der de�niert ist als die Ä quiv alenzklasse aller zyklisc hen V ertausc h un-

gen v on A

P

:

Beobac h tung 3.8 Sei S

n

für n � 0 die Menge al ler Strings der L änge n üb er einem

b eliebigen A lphab et. Dann wir d dur ch

s

1

� s

2

: ( ) Es existiert eine zyklische V ertauschung ~s

1

von s

1

mit ~s

1

� s

2

( ( ) Es existiert eine zyklische V ertauschung ~s

2

von s

2

mit ~s

2

� s

1

eine Ä quivalenzr elation auf S

n

de�niert, der en Ä quivalenzklassen [ s ] als zyklische

Strings b ezeichnet wer den.

Die Darstellung [ A

P

] eines P olygons ist n un unabhängig v on T ranslation, Rotation und

Startpunkt w ahl, und wir k önnen die Ähnlic hk eitsfunktion für P olygone aufbauend auf

String-V ergleic h de�nieren:

De�nition 3.9 Seien P und Q zwei Polygone und [ A

P

] und [ A

Q

] ihr e zyklischen String-

darstel lungen. Bezeichne weiter für einen String A der L änge n und eine natürliche Zahl k

der A usdruck �

k

( A ) die k -te zyklische R otation von A , also insb esonder e �

n

( A ) = A . Dann

de�niert

m ( P ; Q ) := d

e dit

([ A

P

] ; [ A

Q

])

die Maes-Distanz der Polygone P und Q . Dab ei ist

d

e dit

([ A ] ; [ B ]) := min f d

e dit

( �

k

( A ) ; B ) : k 2 N g

die Edit-Distanz zweier zyklischer Strings A und B .

Es ist leic h t einzusehen, daÿ es gen ügt, n ur die zyklisc hen Rotationen eines der b eiden

Strings A und B zu b etrac h ten. Man k ann für A sogar den kürzeren der b eiden Strings

nehmen und dadurc h die Laufzeit des folgenden Algorithm us' p ositiv b eein�ussen.
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3.2.4 Berec hn ung der Maes-Distanz

Betrac h ten wir zunäc hst das statische Stringmatching-Pr oblem , b ei dem es darum geh t,

für zw ei Strings (und nic h t für ihre zyklisc he Ä quiv alenzklasse) die Edit-Distanz und eine

minimierende Edit-Sequenz zu b estimmen. In [WF74 ] wird dazu ein e�zien ter Algorith-

m us der Laufzeit O ( m � n ) für Zeic henk etten der Länge m bzw. n v orgestellt. Dab ei w erden

die b eiden Strings in eine Graphdarstellung gebrac h t, wie es Bild 3.4 b eispielhaft zeigt.

w

23

w

20

w

20A

B

w

03

w

03

(3 ; 4)

(0 ; 0)

Der String A = a

1

a

2

a

3

hab e die Länge 3 , B =

b

1

b

2

b

3

b

4

die Länge 4 . Der dic k eingezeic hnete

W eg en tspric h t der Edit-Sequenz

( a

1

! b

1

) ; ( a

2

! � ) ; ( � ! b

2

) ;

( a

3

! b

3

) ; ( � ! b

4

) ;

für die Kan ten b esc hriftung gilt

w

03

= c ( � ! b

3

) ; w

23

= c ( a

2

! b

3

) ;

w

20

= c ( a

2

! � ) :

Abbildung 3.4: Darstellung zw eier Strings in einem Graphen. Die Kan tengewic h te sind

F unktionsw erte der K ostenfunktionen

Jeder Knoten dieses Graphen en tspric h t einem Zwisc henstand des Strings b ei seiner

Umform ung v on A nac h B . So steh t am Knoten (0 ; 0) der String A , am Knoten (3 ; 4) der

String B . Jede Kan te en tspric h t einer Edit-Op eration, und zw ar:

� Eine �senkrec h te � Kan te ( i � 1 ; j ) ! ( i; j ) steh t für die Op eration a

i

! � , unabhängig

v on j . Es wird also ein Sym b ol aus A gelösc h t.

� Eine � w aagerec h te � Kan te ( i; j � 1) ! ( i; j ) steh t für die Op eration � ! b

j

, unab-

hängig v on i . Es wird also ein Sym b ol aus B hinzugefügt.

� Eine �diagonale � Kan te ( i � 1 ; j � 1) ! ( i; j ) steh t für die Op eration a

i

! b

j

. Es

wird also ein Sym b ol aus A durc h ein Sym b ol aus B ersetzt.

Andere Pfeile auÿer die zwisc hen Knoten mit b enac h barten Indexp ositionen gibt es nic h t,

und alle v orhandenen Pfeile sind nac h rec h ts, nac h un ten o der diagonal nac h rec h ts un ten

geric h tet.

Desw eiteren ist jede Kan te mit den K osten der Edit-Op eration b esc hriftet, der sie

en tspric h t. Diese Besc hriftung ist für einen T eil des Graphen im Bild angegeb en.

Nun gilt: Jeder W eg des Graphen, der in (0 ; 0) startet und in (3 ; 4) endet, b esc hreibt

eine gültige Edit-Sequenz, die A in B üb erführt. Ein solc her W eg ist zusammen mit der

zugehörigen Sequenz im Bild angedeutet. Umgek ehrt gibt es natürlic h Edit-Sequenzen, die

A in B üb erführen, ab er nic h t durc h einen W eg in jenem Graphen darstellbar sind. Man

üb erlegt sic h, daÿ eine k ostenminimale Edit-Sequenz (vgl. De�nition der Edit-Distanz) mit
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Sic herheit in obigem Graph repräsen tiert ist, solange n ur alle Kan tengewic h te nic h tnegativ

sind.

2

Das Problem b esteh t n un also darin, in dem Graphen einen W eg v on (0 ; 0) nac h (3 ; 4)

mit in der Summe minimalen Kan tengewic h ten zu �nden. Dies k ann in der Art eines

Greedy-Algorithm us' wie folgt gesc hehen: Bezeic hnet D ( i; j ) die minimalen K osten eines

W eges v on (0 ; 0) nac h ( i; j ) , so gilt

D (0 ; 0) = 0 ; D ( i; 0) = D ( i � 1 ; 0) + w

i 0

; D (0 ; j ) = D (0 ; j � 1) + w

0 j

für i; j > 0

so wie

D ( i; j ) = min f D ( i � 1 ; j ) + w

i 0

; D ( i; j � 1) + w

0 j

; D ( i � 1 ; j � 1) + w

ij

g für i; j > 0 :

Man b erec hnet n un zuerst alle W erte D ( i; j ) in Zeit O ( m � n ) , indem man den Graphen

v on links ob en nac h rec h ts un ten durc hläuft. Ansc hlieÿend en thält die V ariable D ( n; m )

b ereits die Edit-Distanz der b eiden Eingab estrings. In no c hmals O ( m + n ) Zeit k ann

eine zugehörige Edit-Sequenz k onstruiert w erden. Dazu ist der Graph diesmal v on rec h ts

un ten aufsteigend nac h links ob en zu durc hlaufen. Für jede P osition ( i; j ) b estimm t man

die V orgängerp osition als eine der drei P ositionen ( i � 1 ; j � 1) , ( i � 1 ; j ) und ( j; i � 1)

mit minimalem W ert D ( � ; � ) . Genauer gesagt, ist die Laufzeit dieser zw eiten Phase output-

sensitiv O ( k ) , w ob ei k die Länge der minimierenden Edit-Sequenz ist. Es gilt k 2 O ( m + n ) .

Da wir ab er gemäÿ De�nition 3.9 die Distanz zwisc hen zyklischen Strings �nden m üs-

sen, ist dieser Algorithm us no c h et w as zu erw eitern. Es wurde b ereits argumen tiert, daÿ

es gen ügt, die zyklisc hen Shifts eines der b eiden Strings zu b etrac h ten, et w a des kürzeren.

Sei dazu m := j A j � j B j =: n . Da es n ur m Repräsen tan ten in der Ä quiv alenzklasse [ A ]

gibt, folgt sofort ein Durc hprobier-Algorithm us der Laufzeit O ( m

2

n ) zur Bestimm ung v on

d

edit

([ A ] ; [ B ]) . In [Maes90 ] wird ab er no c h ein b esseres V erfahren v orgestellt:

Lemma 3.10 Für einen String A der L änge m und einen b eliebigen String

~

A gilt:

~

A ist zyklische R otation von A ( )

~

A ist ein T eilstring von AA (Konkatenation)

der L änge m:

Daher k onstruiert man den Graphen aus Abbildung 3.4 für die Strings AA und B und

suc h t n un einen Pfad mit in der Summe minimalen Kan tengewic h ten v on einer P ositi-

on (0 ; p ) zu einer P osition ( m; p + n ) für ein p 2 f 0 ; : : : ; m � 1 g . Dies ist in der Zeit

O ( nm � log m ) möglic h; für Details zum Algorithm us sei auf [Maes90 ] v erwiesen. Dieser

Algorithm us liefert die Edit-Distanz d

edit

([ A ] ; [ B ]) , eine zugehörige Edit-Sequenz so wie

den W ert p zurüc k, der angibt, um w elc hen Betrag A zu rotieren ist, um es mit geringsten

K osten in B zu üb erführen.

Absc hlieÿend no c h einige Bemerkungen zu diesem V erfahren. W endet man es auf das

Üb erführen zw eier Strings an, die P olygone wie in De�nition 3.5 repräsen tieren, so treten

im Laufe der T ransformation Strings auf, die k eine P olygone darstellen, und zw ar genau

dann, w enn eine Lösc h- o der eine Einfügeop eration ausgeführt wurde. Dadurc h wird die

Länge des Strings v orüb ergehend ungerade. Da jedo c h der Zielstring stets für ein gültiges

P olygon steh t, hat diese Ersc hein ung k eine w eiteren K onsequenzen.

2

In diesem F all k ann man nämlic h T eilw ege der Edit-Sequenz, die aus dem Graphen herausführen,

streic hen und erhöh t damit die Gesam tk osten nic h t.
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In der optimalen Stringtransformation wird niemals ein Wink el gegen eine Seitenlänge

ersetzt o der umgek ehrt, denn die K osten für eine solc he Op eration sind unendlic h (siehe

De�nition 3.7).

3

Prinzipiell k ann man natürlic h Sequenzen (mit unendlic hen K osten) an-

geb en, die eine gültige Üb erführung im Sinne der Edit-Sequenzen darstellen und dab ei

Wink el mit Seitenlängen v ergleic hen.

Eine zurüc kgelieferte Edit-Distanz (ob k ostenminimal o der nic h t) k ann als ein Mor-

phing-V erfahr en v erstanden w erden (v ergleic he dazu Absc hnitt 1.3.6). Die einzelnen Edit-

Op erationen geb en an, w elc he Stüc k e des einen P olygons durc h w elc he des anderen zu

ersetzen sind. So en tsteh t im Laufe der Ersetzungen nic h t n ur auf der Eb ene der Strings,

sondern auc h ansc haulic h das Zielp olygon aus dem anderen.

3.2.5 Probleme b eim Einsatz der Maes-Distanzfunktion

In [Maes94 ] sind k eine k onkreten V ergleic hsb eispiele angegeb en, die das V erhalten der Di-

stanzfunktion b ei in tuitiv er Ähnlic hk eit, ab er v errausc h ten Daten etc. b esc hreib en. Statt-

dessen ist ein t ypisc hes Phänomen aufgeführt, w elc hes leider auc h in der Rob oterlok alisati-

on bzw. allgemein b eim Aufzeic hnen v on p olygonalen Hindernissen mit einem Laserradar

zu b eobac h ten ist:

Ein Laserscanner nimm t seine Umgebung durc h das Aussenden v on Strahlen in re-

gelmäÿigen Wink elabständen auf. Er k ann nic h t sc hon a priori Rüc ksic h t auf die Gestalt

der Umgebung nehmen und et w a p oten tielle Ec k en v on Hindernissen erk ennen. Dadurc h

wird es häu�g zu b eobac h ten sein, daÿ eine an sic h glatte Hindernisk an te durc h zahlreic he

Meÿpunkte im Scan v ertreten ist, ob w ohl ihre b eiden Endpunkte ausreic hen würden. Die

Kan te ist also in unerwünsc h ter W eise se gmentiert .

Ähnlic hes k ann auc h mit Wink eln auftreten. Da der Scanner normalerw eise mehrere

Meÿpunkte in der Umgebung eines Wink el-Sc heitelpunktes aufnimm t, w erden dort b ei

einer P olygonextraktion auc h mehrere Ec k en en tstehen � der Wink el ist in etlic he ��ac here �

Wink el aufgespalten.

Diese Phänomene w erden in [Maes94 ] als Se gmentierungsphänomene b ezeic hnet. Sie

sind in Bild 3.5 illustriert.

Während die bisher v orgestellten Ähnlic hk eitsfunktionen durc h die V erw endung einer

F unktionenmetrik die P olygone gewissermaÿen punkt w eise v ergleic hen, geh t die Maes-

Distanz stückweise v or, d.h. sie k ann immer n ur eine ganze Strec k e mit einer anderen

Strec k e in Bezieh ung setzen, so auc h für Wink el. Das ist n un in den im Bild gezeigten

Fällen sehr ungünstig. Der v orgestellte Algorithm us würde für das v errausc h te und das

glatte Rec h tec k im ob eren Bild die Seiten a , b und c un v erändert üb ernehmen und dann

die Seite l in die Seite l

2

(da sie länger ist als l

1

) üb erführen. Die Seite l

1

und der neue

Innen wink el m üÿten p er Einfügeop eration neu aufgenommen w erden. Ob w ohl hier also

l

1

+ l

2

� l gilt, k ommen b eide Längen l

1

und l � l

2

als K osten zum Ausdruc k, zusätzlic h no c h

die K osten für den neuen Wink el (die allerdings gering sind, denn er b eträgt et w a 180

�

).

Ganz ähnlic h v erhält es sic h im un teren Bild, n ur das Wink el und Seitenlängen ih-

re Rollen tausc hen. Als V ersc härfung des Phänomens wurde in diesem Beispiel der ur-

sprünglic he Wink el � in drei statt zw ei T eile aufgespalten. Je kleiner die Wink elin terv alle

3

Man b eac h te, daÿ es stets eine Üb erführung der b eiden P olygon-Strings ineinander mit endlic hen

K osten gibt.
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l

l

1

l

2

�

1

�

3

�

2

�

a b

c

b a

c

Abbildung 3.5: Segmen tierungsphänomene: Aufspaltung einer Strec k e (ob en) und eines

Wink els (un ten) durc h Meÿfehler

sind, in denen die Laserstrahlen ausgesendet w erden, desto sc hlimmer w erden diese Seg-

men tierungsphänomene. P arado xerw eise wird ein An w ender b ei einer V erkleinerung der

In terv alle und damit einer Erhöh ung der Meÿpunktanzahl da v on ausgehen, daÿ seine Um-

gebungsextraktion mit dem Scanner und alle darauf aufbauenden Algorithmen genauer

w erden. Durc h den absc hnittsw eisen P olygon v ergleic h b ei der Maes-Metrik ist genau das

Gegen teil der F all.

Eine Lösungsmöglic hk eit für das Problem b esteh t o�ensic h tlic h darin, die stark e Ein-

sc hränkung aufzulo c k ern, daÿ stets genau ein Stüc k des einen P olygons mit einem en t-

sprec henden des anderen v erglic hen w erden m uÿ. Eine Au�o c k erung in die Ric h tung, daÿ

auc h T eile v on P olygonstüc k en b etrac h tet w erden dürfen (also zum Beispiel n ur ein T eil

der Strec k e l mit l

2

), ist eine Möglic hk eit. Dies hat ab er den metho disc hen Nac h teil, daÿ

dann die fehlerhafte Segmen tierung der ob eren Strec k e im v errausc h ten P olygon durc h

eine w eitere Segmen tierung, diesmal im un v errausc h ten, exakten P olygon, k omp ensiert

w erden soll.

Umgek ehrt sollte man der Segmen tierung en tgegen treten, indem es gestattet wird,

aufeinanderfolgende T eile eines P olygons (die ja auc h in der Stringrepräsen tation aufein-

anderfolgen) zusammenfassend mit einem T eil des anderen zu v ergleic hen, also im Bild

et w a die Strec k en l

1

und l

2

und ihren eingesc hlossenen Wink el mit der Strec k e l im P oly-

gon daneb en. Da man auc h hier b eac h ten m uÿ, daÿ n ur in Bezug auf den �Daten t yp � sic h

en tsprec hende T eile b etrac h tet w erden, k önn te man allgemeiner gestatten,

� eine T eilfolge � Wink el � Seite � Wink el � in einem P olygon mit einem Wink el des

anderen o der

� eine T eilfolge �Seite � Wink el � Seite � in einem P olygon mit einer Seite des anderen

zu v ergleic hen.

Damit ist die Liste der Edit-Op erationen erw eitert w orden, und man m uÿ sic h K osten-

funktionen für die neuen Op erationen ausdenk en. Zum anderen ist zu b edenk en, daÿ n un

in jedem Edit-Sc hritt neb en dem V ergleic h der b eiden aktuellen P olygonstüc k e auc h ein

V ergleic h v on K om binationen der obigen Art in Erw ägung zu ziehen ist. Da es v ersc hie-

dene K om binationen v on Seite � Wink el � Seite bzw. Wink el � Seite � Wink el gibt, die in
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F rage k ommen, erhöh t sic h die K omplexität des Suc halgorithm us' aus Kapitel 3.2.4, laut

[Maes94 ] immerhin auf O ( n

2

m

3

) statt O ( mn � log m ) .

Genauer hab en sic h Tsai und Y u mit dem Thema b esc häftigt, das sie als �Stringmat-

c hing mit Merging � b ezeic hnen (siehe [TY85]).

3.2.6 Zusammenfassung

Die Maes-Distanz ist ein String-orien tiertes V erfahren zum P olygon-V ergleic h. Der resul-

tierende V ergleic hsw ert ist unabhängig v on T ranslationen und Rotationen der Eingab e-

p olygone, ab er sensitiv gegen üb er Sk alierungen. Damit erfüllt es genau die T ransformati-

onsb edingungen der Rob oterlok alisation.

Die Rotationsunabhängigk eit wurde durc h eine V eränderung eines Startpunktpara-

meters erreic h t. Der Startpunkt k ann auf der P olygonp eripherie allerdings nic h t frei v a-

riieren, sondern n ur Ec kpunktp ositionen annehmen. Dadurc h leidet diese Distanz � wie

die nic h tappro ximierten PKF- und FIF-Metrik en � darun ter, daÿ ein da v on abgeleitetes

Matc hing-V erfahren für zw ei nic h t k ongruen te P olygone im allgemeinen nic h t die optimale

Rotation �nden wird. Zum Matc hen zw eier P olygone mittels Maes-Distanz m üÿte man zu-

näc hst R efer enzpunkte (siehe Absc hnitt 4.2.1) der P olygone b estimmen und ansc hlieÿend

eines so drehen, daÿ die durc h die zyklisc he Rotation b estimm ten k orresp ondierenden

Startpunkte auf der P eripherie den gleic hen Wink el (mit dem Referenzpunkt als Sc heitel)

mit einer Bezugslinie, z.B. der Horizon talen, einsc hlieÿen.

Andererseits de�niert ab er die Maes-Distanz ein Morphing-V erfahren, da sie nic h t

n ur ein Ähnlic hk eitsmaÿ zurüc kliefert, sondern in F orm einer Edit-Sequenz auc h einen

V orsc hlag zum Üb erführen der b eiden P olygone ineinander mac h t.

Die Berec hn ung des V ergleic hsw ertes erfolgt üb er ein graphen theoretisc hes V erfahren

zum Suc hen k ostengünstigster Pfade, das sehr e�zien t in Zeit O ( mn � log min ( m; n ))

ausgeführt w erden k ann. Dab ei seien m und n die Ec k enzahlen der b eiden P olygone.

Durc h sogenann te Segmen tierungsphänomene k ann das hier v orgestellte V erfahren

zum P olygon v ergleic h erheblic h b eein träc h tigt w erden. Diese lassen sic h zw ar durc h ei-

ne algorithmisc he Erw eiterung einsc hränk en. Dadurc h steigt ab er der Rec henaufw and b ei

Ben utzung der bisher b ek ann ten Algorithmen erheblic h auf O (max

2

( m; n ) � min

3

( m; n )) .

Üb er das V erhalten der Maes-Distanz b ei sonstigen Meÿfehlern sind in [Maes94 ] n ur w e-

nige Aussagen gemac h t w orden. Allerdings sind v errausc h te Kan ten, wie in Bild 2.26

auf Seite 69 o der in Abbildung 2.4 auf Seite 25, im Grunde Extremfälle der Segmen-

tierungsphänomene: Dort ist eine Seite in viele kleine aufgeteilt, v on denen genau eine

(sinn v ollerw eise die längste) mit der ursprünglic hen Seite v erglic hen und alle anderen Sei-

ten erst eingefügt w erden m üssen. Aus diesem Grund leidet auc h die Maes-Distanz stark

un ter dem für die Arb eit mit Laserscannern t ypisc hen Rausc hen.



Kapitel 4

O�ene Probleme; Ausblic k

Im letzten Kapitel v orliegender Arb eit geh t es darum, wie k onkret eine praxistauglic he

V arian te des Lok alisationsv erfahrens v on Guibas et al. aussehen k önn te und w elc he Rollen

die v ersc hiedenen zur Sprac he gek ommenen Distanzfunktionen darin spielen. � Im zw eiten

T eil w erden einige Gesic h tspunkte aufgeführt, die in v orliegender Arb eit nic h t b ehandelt

wurden, sic h ab er denno c h als n ützlic h erw eisen k önn ten. Neb en der F rage sogenann ter

R efer enzpunkte geh t es dab ei v or allem um sp ezielle Eigenheiten der Arb eit mit einem

Laser-Radar und ihre ev en tuelle Ausn utzung.

Eine Aufzählung der in den v ergangenen Kapiteln o�engeblieb enen Probleme b e-

sc hlieÿt diese Diplomarb eit.

4.1 Einsatz der Metrik en in der Rob oterlok alisati on

In diesem Absc hnitt soll no c h einmal et w as näher auf den Lok alisationsalgorithm us v on

Guibas et al. eingegangen und diskutiert w erden, wie die Distanzen aus den v ergangenen

Kapiteln dab ei eingesetzt w erden k önnen.

Erinnern wir uns daran, daÿ im Prepro cessing des erw ähn ten Algorithm us' zu jeder

Sic h tbark eitszelle ein Sk elett abgesp eic hert wird. Dieses en thält die Informationen, die alle

Sic h tbark eitsp olygone gemeinsam hab en, die v on Standorten innerhalb der Zelle induziert

w erden. Die Absp eic herung eines Sic h tbark eits p olygons ist in dem Sinne nic h t eviden t, daÿ

es stets an einen festen Standort gebunden ist. Ziel des Prepro cessings w ar es ab er gerade,

möglic hst viele Standorte in geeigneten Ä quiv alenzklassen zusammenzufassen.

Bei der Anfrage liefert der Laserscanner zunäc hst eine Menge v on Zahlen (=En tfer-

n ungsw erten) zurüc k, die sic h leic h t in Punktk o ordinaten mit dem aktuellen Standort

als Ursprung umrec hnen lassen (�relativ e K o ordinaten � ). V erbindet man Punkte, die b ei

einem zirkularen Sw eep um den Standort als Mittelpunkt b enac h bart sind, durc h ein Ge-

radensegmen t, so erhält man das (bzw. eine Appro ximation des) Sic h tbark eitsp olygon(s).

Man hat also b ei der n un folgenden Suc he nac h einem möglic hen Standort Sk elette

(aus dem Prepro cessing) und ein Sic h tbark eitsp olygon (aus der Anfrage) zur V erfügung.

Es k önnen ab er hö c hstens Sk elette mit Sk eletten o der P olygone mit P olygonen v erglic hen

w erden.

1

Daraus ergeb en sic h prinzipiell zw ei Ansätze:

1

Selbst w enn man zw ei Sk elette v or sic h hat, ist ein V ergleic hsv erfahren nic h t unmittelbar klar; siehe

dazu Absc hnitt 4.1.1.

87
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1. Erzeuge aus dem Anfrage-Sic h tbark eitsp olygon ein Sk elett und v ergleic he dieses

dann mit den Zellsk eletten aus dem Prepro cessing. Oder:

2. Erzeuge aus jedem Zellsk elett ein Sic h tbark eitsp olygon und v ergleic he dieses mit

dem Anfragep olygon.

Wir w ollen den ersten Ansatz sk elettbasiert und den zw eiten p olygon basiert nennen.

4.1.1 Sk elettbasierter Ansatz

Der sk elettbasierte Ansatz en tspric h t genau dem V erfahren, wie es Guibas et al. für die

Theorie v orgesc hlagen hab en. Man geh t dab ei da v on aus, daÿ man in einem (Sic h tbar-

k eits-)P olygon die Sc heink an ten iden ti�zieren k ann, also die Kan ten, w elc he k ollinear mit

dem Betrac h terstandort liegen. Ist das gelungen, so läÿt sic h problemlos jede Sc heinec k e

als diejenige Ec k e einer Sc heink an te b estimmen, die v on p w eiter en tfern t liegt als die

andere Ec k e der Sc heink an te. Nun üb erbrüc kt man sc hlieÿlic h Sc heinec k en durc h neue,

künstlic he Kan ten und gelang auf diese W eise zum Sic h tbark eitssk elett. Der w eitere Ab-

lauf des Algorithm us' b ereitet in der Praxis n ur insofern Sc h wierigk eiten, als man den

Sk elettv ergleic h n ur näherungsw eise durc hführen k ann und daher Distanzfunktionen ein-

setzen m uÿ. Da künstlic he Kan ten eine andere Bedeutung hab en als ec h te Kan ten (andere

Kan ten t yp en gibt es im Sic h tbark eitssk elett nic h t), m uÿ eine p olygonale Distanzfunktion

daraufhin angepaÿt w erden, daÿ sie diese Kan ten auc h un tersc hiedlic h b ehandelt.

Diese F rage ist in v orliegender Arb eit nic h t b ehandelt w orden. Die PKF- und die FIF-

Metrik sind für diese Aufgab e möglic herw eise eb enso ungeeignet wie die in Absc hnitt 3.1

(Seite 71) v orgestellte A rkin -Distanz. Der Grund ist, daÿ sie funktionale Darstellungen

der P olygone p er In tegralmetrik v ergleic hen, die k eine Rüc ksic h t auf Segmen tierungen

der F unktion (durc h Kan ten im ursprünglic hen P olygon) nimm t. Hier ist ev en tuell die

in Kapitel 3.2 auf Seite 77 eingeführte Maes -Ähnlic hk eitsfunktion mehr v on Nutzen, da

sie P olygone abschnittsweise v ergleic h t. Für jeden Absc hnitt, d.h. für jede Kan te(nlänge)

und jeden Wink el, k önnen Gewic h tsfaktoren angegeb en w erden, die b estimmen, wie stark

der V ergleic h solc her Absc hnitte mit T eilen des anderen P olygons Ein�uÿ nehmen soll

auf die Gesam tdistanz. Dort w erden zum Beispiel die K osten zum V ergleic h einer Win-

k elgröÿe mit einer Strec k enlänge auf 1 gesetzt. Da künstlic he und ec h te Kan ten eb enso

�un v ergleic h bare � Stüc k e eines Sk eletts sind, m üÿte man eine Distanz zwisc hen solc hen

Segmen ten eb enfalls auf 1 setzten. Eine genaue Betrac h tung dieser F ragen ist ein o�enes

Problem für die Zukunft.

Selbst w enn wir einmal da v on ausgehen, daÿ wir Sk elette mit Sk eletten v ergleic hen

k önnen, liegt eine groÿe Sc h wierigk eit no c h darin, wie die Sc heink an ten zu iden ti�zieren

sind. In der Theorie b en utzt man dazu das exakte K ollinearitätskriterium, w as sic h so in

der Praxis nic h t üb erprüfen läÿt. Eine fast k ollineare Kan te k ann b ereits eine ec h te Kan te

sein. W enn wir sie näherungsw eise als k ollinear und damit als Sc heink an te annehmen,

v erändert das die T op ologie der Szene v ollständig, denn en tlang einer Sc heink an te v erläuft

k ein Hindernis.

An diesem Mangel leidet auc h die Möglic hk eit, einen deutlic hen Sprung der gemessenen

En tfern ungen zwisc hen zw ei b enac h barten Strahlwink eln zu registrieren und daraus eine

Sc heink an te abzuleiten. Dies ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Eine fast k ollineare Kan te

erzeugt genauso einen En tfern ungssprung wie eine tatsäc hlic he Sc heink an te. Daran ändert
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p

P

j

P

i

Abbildung 4.1: Ermittlung k ollinearer Kan ten in der Praxis

prinzipiell auc h eine V erkleinerung des Wink elin terv alls nic h ts. Das würde zw ar im Bild

einen w eiteren En tfern ungsw ert zwisc hen P

i

und P

j

ergeb en. Da ab er der Rob oter b eliebig

nahe an der gedac h ten Linie durc h P

i

und P

j

stehen k ann, reic h t irgendw ann ein no c h so

kleiner Wink el nic h t mehr aus, um Sc heink an ten zuv erlässig zu iden ti�zieren.

Es ist daher o�en, ob das v on Guibas et al. für die Theorie en t wic k elte sk elettbasierte

V erfahren in der Praxis umsetzbar ist.

4.1.2 P olygon basierter Ansatz

Die Probleme der Iden ti�zierung v on Sc heink an ten umgeh t man, w enn man direkt das

Sic h tbark eitsp olygon, das aus dem Scan extrahiert wurde, v erw endet. Im Algorithm us

m uÿ man es dann mit Repräsen tan ten v on Sic h tbark eitsp olygonen der Zellen des Pre-

pro cessings v ergleic hen. Dab ei geh t eine w esen tlic he Idee des v orgestellten Algorithm us'

n ur no c h teilw eise ein: Die Zellen hab en die Eigensc haft, daÿ sic h innerhalb da v on das

Sic h tbark eitsp olygon eines Beobac h terstandorts n ur w enig ändert. Dies gilt jedo c h v or-

nehmlic h in qualitativ er Hinsic h t: Es w erden b ei einer V eränderung des Standorts in der

Zelle tatsäc hlic h k eine neuen Szenenec k en sic h tbar o der v ersc h winden aus dem Blic kfeld.

Quantitativ k ann sic h jedo c h einiges ändern, wie Abbildung 4.2 zeigt.

Dort ist eine Szene mit genau einer Re�exec k e angegeb en, so daÿ es n ur w enige und

daher rec h t groÿe Sic h tbark eitszellen gibt. In einer da v on sind zw ei w eit auseinander-

liegende Rob oterstandorte p

1

und p

2

so wie deren Sic h tbark eitsp olygone markiert. Diese

un tersc heiden sic h n ur in der am w eitesten links gelegenen Sc heinec k e (und v or allem in

k einer ec h ten Ec k e). Die b etre�ende Zelle ist durc h die Szenenk an ten k

1

und k

2

so wie nac h

ob en durc h die eingezeic hnete gestric helte Linie b egrenzt. Führt man p

1

nah an diese Li-

nie heran, so wird die nac h links herausragende Spitze des Sic h tbark eitsp olygons immer

gröÿer.

Wie sehr diese V eränderungen auf eine P olygondistanz wirk en, hängt natürlic h in

stark em Maÿe v on der Ähnlic hk eitsfunktion selbst ab. Bei der PKF-Distanz zum Beispiel,

die ja direkt die En tfern ung der link en Spitze des Sic h tbark eitsp olygons zum Standort p

i

ein�ieÿen läÿt, k ann der Un tersc hied rec h t groÿ w erden, denn auc h der Wink elb ereic h, der

dem Spalt am ob eren Rand der Szene zugewiesen wird, ist v on p

1

aus gröÿer als v on p

2

aus. Ähnlic hes gilt für die v on der Fläc heninhaltsfunktion abgeleitete Metrik.
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p

2

p

1

k

1

k

2

Abbildung 4.2: Sic h tbark eitsp olygon v eränderung b ei Bew egungen innerhalb einer groÿen

Sic h tbark eitszelle

Da die b eiden Sc henk el der nac h links w eisenden Spitze sehr lang w erden k önnen,

hab en sie auc h einen groÿen Bogenlängenan teil am Umfang des Sic h tbark eitsp olygons.

Das b ewirkt auc h einen groÿen Ein�uÿ der gemessenen Distanz mit der Arkin-Metrik.

Alles in allem ist es sehr sc h wierig, einen geeigneten Repräsen tan ten einer Zelle zu

�nden, dessen Sic h tbark eitsp olygon sic h sinn v ollerw eise mit dem Anfragep olygon v erglei-

c hen läÿt. Selbst W ahlen wie der Sc h w erpunkt der Zelle o der des Sk eletts, das zu dieser

Zelle gehört, sind letztendlic h willkürlic h. Denn das Ziel ist es ja hierb ei nic h t, einen v on

R auschen relativ unabhängigen Repräsen tan ten zu �nden, sondern einen, der dem realen

Standort möglic hst nahe k omm t. Diese wirklic he P osition steh t in k einem Zusammen-

hang mit dem Sc h w erpunkt o der einem anderen festen Bezugspunkt der Zelle. Der einzige

V orteil, hier den Sc h w erpunkt o.ä. als V ertreter zu v erw enden, ist der, daÿ dann solc he

Extremlagen wie in Bild 4.2 nic h t v ork ommen k önnen. Denn der Repräsen tan t wird dann

relativ in der Mitte der Zelle liegen, und die maximale Distanz zwisc hen Anfragepunkt

b ei einer Ein b ettung und gew ähltem V ertreter ist der halb e Diameter der Zelle. Eine Re-

duktion des Abstands dieser b eiden Standorte läÿt auc h eine V erkleinerung der Distanz

der Sic h tbark eitsp olygone erw arten.

4.2 W eitere Gesic h tspunkte im Umfeld der Rob oterlo-

k alisation

Dieses Kapitel b esc hreibt im Üb erblic k Themen, die en t w eder im Zusammenhang mit

Distanzfunktionen o der im Umfeld der Rob oterlok alisation v on Bedeutung sind, ab er im

Rahmen dieser Arb eit nic h t mehr erfaÿt wurden. Es stellt somit möglic he Ansatzpunkte

für eine w eitere Besc häftigung mit dem Themenk omplex dar.

4.2.1 Referenzpunkte

Wie am Ende v on Absc hnitt 1.3.3 auf Seite 16 erläutert wurde, hat man b ei der De�nition

v on Distanzfunktionen rec h t groÿe F reiheiten, w elc he Zahl einem P aar v on Eingab ep oly-

gonen als k onkrete Distanz zugeordnet w erden soll. Auferlegte Bedingungen sind neb en
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ev en tuellen Metrik-Eigensc haften auc h die Unabhängigk eit gegen üb er gewissen P olygon-

transformationen so wie ein gutes Mo dellieren in tuitiv er Ähnlic hk eit.

Ein Matc hingv erfahren hingegen m uÿ eine V orsc hrift angeb en, wie eines der P olygone

zu v ersc hieb en, zu drehen o der zu sk alieren (d.h. zu �matc hen � ) ist, damit die (statisc he)

Distanz des transformierten P olygons zu dem anderen, un v eränderten möglic hst gering

ist. Sind die erlaubten T ransformationen so wie die v erw endete P olygondistanz einmal

festgelegt, so ist das optimale Matc hing zw eier P olygone eb enfalls im w esen tlic hen �xiert.

Ist das theoretisc he Optim um des Matc hens gesuc h t, so erhält man oft nic h t n ur sehr

k omplizierte Algorithmen, die aufw endig zu implemen tieren sind, sondern auc h die Lauf-

zeit einer Implemen tation ist zumeist rec h t ho c h. Daher erhebt sic h die F rage nac h appro-

ximativ en Algorithmen. Dies mac h t jedo c h im allgemeinen n ur Sinn, w enn man die dab ei

auftretenden F ehler k enn t o der zumindest absc hätzen k ann.

Eine Möglic hk eit dazu liefern R efer enzpunkte :

De�nition 4.1 Seien A und B zwei Elemente einer vor ge geb enen Objektmenge. Die

Punkte r

A

und r

B

heiÿen R efer enzpunkte von A und B , wenn sie die folgende Ei-

genschaft b esitzen:

Wir d B der art tr ansformiert, daÿ die Distanz zu A minimal ist (optimales Matching),

so ist der (Euklidische) A bstand des (mit-)tr ansformierten Punktes r

B

zu r

A

b eschr änkt

dur ch die Distanz � := min

t 2T

d ( A; t ( B )) des Matchings multipliziert mit einem konstan-

ten F aktor q :

9

q 2 R

> 0

8

A;B

8

t 2T

d ( A; t ( B )) = � = ) d

2

( r

A

; t ( r

B

)) � � � q :

q heiÿt Qualität des R efer enzpunktes.

Man b eac h te, daÿ ein Referenzpunkt einer Menge im allgemeinen nic h t darin en thalten

ist, wie wir auc h gleic h an einem Beispiel sehen w erden.

Der Begri� R efer enzpunkt hängt v or allem v on zw ei wic h tigen F estlegungen ab:

1. v on der v orgegeb enen Ähnlic hk eitsfunktion d und

2. v on der v orgegeb enen Menge erlaubter T ransformationen T .

Ein Beispiel eines Referenzpunktes für ein relativ einfac hes Szenario zeigt folgender

Satz 4.2 (vgl. [A G96]) Seien T die Menge al ler T r anslationen und �

H

die Hausdor�-

distanz

2

auf komp akten T eilmengen des R

2

. Für das dadur ch de�nierte Punktmengen-

Matching ist ein R efer enzpunkt einer Menge A ge geb en dur ch r

A

= ( x

A

min

; y

A

min

) , wob ei

x

A

min

bzw. y

A

min

die minimale in (einem Punkt in) A vorkommende x - bzw. y -Ko or dinate

ist. r

A

hat die Qualität

p

2 .

Man erhält r

A

als die link e un tere Ec k e eines minimalen ac hsenparallelen Rec h tec ks, das

A v ollständig umfaÿt. � Alle w eiteren Sätze aus dem Kapitel b eziehen sic h auf diesen

Referenzpunkt.

Wie k ann man n un Referenzpunkte v erw enden? Wir hatten eingangs festgestellt, daÿ

es aus E�zienzgründen n ützlic h w äre, statt exakten Matc hing-Algorithmen Appro xima-

tionen anzu w enden, deren F ehler absc hätzbar ist. Dies ist mit Referenzpunkten möglic h,

indem man einfac h die b eiden Referenzpunkte der Ob jekte A und B matc h t und nic h t

die Ob jekte selbst. Der auftretende F ehler ist tatsäc hlic h relativ gering:

2

Eine genaue De�nition dieser Distanz �ndet sic h im Anhang.
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Satz 4.3 (vgl. [A G96]) Es lie ge die Situation aus Satz 4.2 vor. Seien sp eziel l A und B

zwei Punktmengen mit R efer enzpunkten r

A

und r

B

der Qualität q . B

opt

sei das optimale

Matching-R esultat von A und B , d.h. es gelte

�

H

( A; B

opt

) = min

t 2T

�

H

( A; t ( B )) =: � :

Schlieÿlich sei

~

B = B +

� � !

r

B

r

A

, d.h.

~

B erhält man aus B dur ch V erschieb en entlang

� � !

r

B

r

A

.

Dann gilt:

�

H

( B

opt

;

~

B ) � q � � :

K orollar 4.4 Für die Qualität des näherungsweisen Matchens von A und B vermö ge

~

B

gilt

�

H

( A;

~

B ) � �

H

( A; B

opt

) + �

H

( B

opt

;

~

B )

� � + q � � = ( q + 1) � � :

Sp eziell für die Hausdor�distanz und T ranslationen als zugelassene T ransformationen so-

wie den sp eziellen Referenzpunkt aus Satz 4.2 ist also das appro ximativ e Matc hen hö c h-

stens um den F aktor

p

2 + 1 � 2 : 4 sc hlec h ter als das optimale. V or allem ist es jedo c h

mit geringem Zeitaufw and realisierbar, denn so w ohl das Bestimmen der Referenzpunkte

als auc h das K onstruieren v on

~

B aus B sind in line ar er Zeit möglic h.

Auc h w enn eine Ähnlic hk eitsfunktion nic h t die Aufgab e hat, den Distanzw ert zw eier

Ob jekte nac h einem optimalen Matc hing zurüc kzuliefern, dien t die V orstellung des Mat-

c hens do c h oft als Ansatzpunkt für die De�nition eines Distanzmaÿes. In der An w endung

für die Rob oterlok alisation w ar es das Ziel, r otationsunabhängige Ähnlic hk eitsfunktionen

zu �nden. Die Rotation hab en wir b ei den PKF- und FIF-Metrik en durc h die Minimierung

üb er den Wink elparameter t b erüc ksic h tigt.

Mö c h te man aus diesen Distanzen ein Matc hing-V erfahren ableiten, so b estimmen die

sp eziellen Kernpunkte p

A

und p

B

den translatorisc hen An teil der Üb erführung der P o-

lygone ineinander (zu den Einzelheiten siehe den Absc hluÿ der Zusammenfassung auf

Seite 39). Wie ob en b egründet wurde, ist es dann wünsc hensw ert, daÿ p

A

und p

B

Re-

ferenzpunkte sind, und zw ar b ezüglic h T ranslation und Rotation. Die in Kapitel 2.1.3.1

v orgesc hlagene W ahl der Punkte erfüllt diese Bedingung nic h t, wie folgendes Bild zeigt:

Matching

Abbildung 4.3: Der Sc h w erpunkt ist k ein Referenzpunkt für P olygon-Matc hing

V ersc hiebt man hier die b eiden sp eziellen Kernpunkte ineinander, so erhält man of-

fen bar ein sehr sc hlec h tes Matc hing.
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In der T at k ann man zeigen, daÿ w eder der in Satz 4.2 v orgesc hlagene Punkt no c h der

Sc h w erpunkt die Referenzpunkt-Eigensc haft für b eliebige Euklidisc he T ransformationen

erfüllen. In [A G96] wird der sogenann te Steinerpunkt einer b esc hränkten Menge A als Re-

ferenzpunkt erw ähn t. Er ist sogar für b eliebige Ä hnlichkeitstr ansformationen in b eliebigen

Dimensionen gültig und hat im R

2

die Qualität 4 =� � 1 : 27 .

H. Alt et al. zeigen in [AFR W96] einen Referenzpunkt für k on v exe P olygone (bzw.

allgemein k on v exe Mengen) mit der symmetrisc hen Di�erenz als Distanzfunktion. In der

Rob oterlok alisation ist ab er die K on v exität (des Sic h tbark eitsp olygons) nac h Lemma 1.7

(Seite 6) sogar nac h w eislic h normalerw eise nic h t gegeb en, dafür die Sternförmigk eit (Lem-

ma 1.8). Zu der F rage nac h Referenzpunkten für sternförmige P olygone ist o�en bar no c h

w enig b ek ann t. Ergebnisse in dieser Ric h tung k önn ten die Qualität der ob en genann ten

Metrik en im Hin blic k auf Erw eiterung zu einem Matc hingv erfahren v erb essern und ev en-

tuell Absc hätzungen der Appro ximationsfehler ermöglic hen.

4.2.2 Reic h w eiten b esc hränkung, Wink elinkremen t, V erdec kung

Bei der De�nition so w ohl der PKF- wie auc h der FIF-Metrik hab en wir insofern v on dem

Sp ezialfall der P olygonaufzeic hn ung durc h einen Laser-Radar Gebrauc h gemac h t, als wir

ausgen utzt hab en, daÿ diese P olygone sternförmig sind. Die Art, wie der Laserscanner

seine Daten aufnimm t, hat zu der Idee der De�nition der Distanzen geführt. Dab ei gibt

es jedo c h no c h w eitere Einzelheiten bzw. Besonderheiten, die bisher no c h nic h t in die

Arb eit einge�ossen sind. Sie sollen im folgenden in aller Kürze angespro c hen w erden.

Reic h w eiten b esc hränkung. Ein Laserscanner b esitzt eine b egrenzte Reic h w eite, die

zum Beispiel in der Gröÿenordn ung v on 50 m liegen k ann. Damit k önnen alle Räume

v ermessen w erden, deren Diameter

3

maximal 50 m b eträgt.

In gröÿeren Räumen ist es möglic h (v or allem, w enn der Rob oter, auf dem der Laser

mon tiert sein k önn te, nah an einer W and steh t), daÿ für viele Ric h tungen des Laser-

strahls k eine En tfern ung zurüc kgeliefert wird. Damit k ann das Sic h tbark eitsp olygon eines

en tsprec henden Standorts nic h t v ollständig k onstruiert w erden.

Die An w endung einer Metrik, die auf der In tegraldistanz für stetige F unktionen b eruh t,

ist in diesem F alle sc h wierig, denn das In tegral k ann für den fehlenden Wink elabsc hnitt

nic h t b estimm t w erden. Bei der Maes-Metrik k önn te man zumindest den Wink elabsc hnitt

einfac h w eglassen und erhielte einen v erkürzten String als Darstellung des un v ollstän-

digen P olygons. Damit ist rein syn taktisc h das String-Matc hing mit der Maes-Distanz

durc hführbar.

Diese V orgehensw eise ist jedo c h un b efriedigend, denn man w eiÿ zumindest, daÿ das

P olygon in den Ric h tungen, für die k ein En tfern ungsw ert zurüc kgeliefert wurde, einen

P eripheriepunktabstand v on mindestens r hat, w enn r die (tec hnisc h v orgegeb ene) Reic h-

w eite des Scanners ist. Also k önn te man die P olygone in diesen Wink elabsc hnitten durc h

linear appro ximierte Kreisb ögen mit Radius r v erv ollständigen. Dies hat ab er den Nac h-

teil, daÿ für zw ei un v ollständige P olygone dann suggeriert wird, sie würden in diesen

3

Der Diameter einer b esc hränkten Fläc he ist die Länge der längsten Sehne, die man v ollständig in

die Fläc he legen k ann. Für einen Raum sei der Diameter hier der der Grund�äc he, da wir zumeist v on

prismenförmigen Räumen ausgehen.
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Wink elabsc hnitten üb ereinstimmen. In Wirklic hk eit w eiÿ man jedo c h nic h ts üb er diese

Bereic he.

Wie solc he un b ek ann ten Absc hnitte in eine Metrikb erec hn ung ein b ezogen w erden sol-

len, bleibt no c h zu un tersuc hen.

V erdec kungen (Occlusion). Ob jekte einer Szene k önne teilw eise v erdec kt sein, en t-

w eder durc h dynamisc he (b ew egte, d.h. un v orhergesehene) Hindernisse o der durc h andere

statisc he Ob jekte. Der F all statisc her Hindernisse stellt k ein Problem dar, solange alle un-

b ew eglic hen Ob jekte in der Karte, die der Rob oter zur V erfügung hat, eingetragen sind.

Denn die en tstehenden Sic h tbark eitsp olygone v on Standorten sind dann in jedem F all in

der Karte wiederzuerk ennen.

Sc h wieriger ist es mit b ew egten Hindernissen. Diese k önnen en t w eder gar nic h t in der

Karte v erzeic hnet sein (z.B. P ersonen) o der an einem anderen Ort, als es im Momen t der

Aufnahme des Laserscans der F all ist. Daraus erw ac hsen zw ei Probleme:

1. Es m uÿ üb erhaupt erkannt w erden, daÿ es sic h um ein dynamisc hes, d.h. nic h tv er-

zeic hnetes Hindernis handelt.

2. Ist dies gelungen, so ist en t w eder der Wink elb ereic h, in dem das Hindernis liegt, in

geeigneter W eise auszufüllen o der w egzulassen, da in jedem F all das, w as sic h tbar

ist (das dynamisc he Hindernis), nic h t in der Karte wiedererk ann t w erden k ann.

Für den zw eiten Punkt gelten ähnlic he Kriterien wie für die Problematik der Reic h w ei-

ten b esc hränkung. Zum ersten Punkt k ann man als En tsc heidungsheuristik folgende Üb er-

legung zu Hilfe nehmen: In Bild 4.4 ist links ein Sic h tbark eitsp olygon angegeb en, das

möglic herw eise auf eine lange W and im Hin tergrund hin w eist.

L

R

A

pp

B

Abbildung 4.4: Sic h tbark eitsp olygone mit v ersc hiedenartigen Ausbuc h tungen

Diese W and ist jedo c h v on zw ei Ausbuc h tungen un terbro c hen, die in v ersc hiedene

Ric h tungen zeigen. Bei A handelt es sic h sic her nic h t um ein Hindernis, sondern um einen

Einlaÿ in der W and o.ä.,

4

der nic h t b ew eglic h ist. Daher wird der T eil A der Szene in der

Karte v erzeic hnet sein.

Die Ausbuc h tung B hingegen ist k eine nac h innen geric h tete baulic he V eränderung der

W and, sondern hö c hst w ahrsc heinlic h ein Hindernis. Natürlic h sagt dies nic h ts darüb er aus,

ob es sic h um ein dynamisches Hindernis handelt, ab er im Gegensatz zu A b esteh t hier

immerhin die Möglic hk eit dazu.

4

A k önn te auc h eine o�enstehende Tür sein. Dann w äre es eb enfalls als ein dynamisc hes Hindernis zu

w erten und ersc h w ert das Wiedererk ennen der Szene in der Karte. Man k ann Türen ev en tuell an einer

sp ezi�sc hen Breite der W andö�n ung erk ennen.
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Im V ergleic hsp olygon rec h ts gibt es diese Ausbuc h tungen nic h t. Daher ist die (wie

auc h immer gemessene) Distanz der P olygone auf A und B zurüc kzuführen. Dab ei k önn te

man den durc h A v erursac h ten Distanzan teil stärk er gewic h ten, denn er geh t mit einiger

Sic herheit nic h t auf ein dynamisc hes Hindernis zurüc k.

Der geometrisc he Un tersc hied zwisc hen A und B ist, daÿ die Punkte des Sic h tbar-

k eitsp olygons, die zu A gehören, w eiter en tfern t sind als die gedac h te Linie v on L nac h

R . Beim Hindernis B liegt der umgek ehrte F all v or. Eine Heuristik k önn te also lauten,

alle �Unregelmäÿigk eiten � mit gröÿerer En tfern ung als an der en tsprec henden Stelle in der

Karte stärk er ein�ieÿen zu lassen als solc he mit geringerer En tfern ung, da letztere un ter

Umständen n ur auf ein nic h tv erzeic hnetes, temp oräres Hindernis zurüc kgehen.

Diese V orgehensw eise m uÿ no c h un tersuc h t w erden. Zum Beispiel hängt die Gewic h-

tung auc h da v on ab, wie w ahrsc heinlic h das Auftreten v on dynamisc hen Hindernissen ist.

Ist die W ahrsc heinlic hk eit gering, so w ac hsen die Chancen dafür, daÿ es sic h auc h b ei B

n ur um ein statisc hes Hindernis handelt, das dann genauso zu b ehandeln ist wie A .

Zum V erhalten der Arkin-Metrik b eim Auftreten v on V erdec kungen siehe [A CH

+

91 ,

Seite 214].

Wink elinkremen t. Beim Aufzeic hnen seiner Umgebung sendet ein Laserscanner seine

Strahlen stets in festen Wink elinkremen ten aus, abhängig v on der gewünsc h ten Au�ö-

sung in der Gröÿenordn ung v on w enigen Grad o der Bruc h teilen eines Grades. Aus den

Auftre�punkten generiert man später das Sic h tbark eitsp olygon, z.B. einfac h durc h eine

V erbindung der angular b enac h barten Punkte. Diese Nac h barpunkte hab en also alle einen

festen und b ek ann ten Wink elabstand v oneinander.

In wiew eit diese geometrisc he T atsac he n utzbar ist, wurde no c h nic h t un tersuc h t. Wir

hab en bisher n ur an einer Stelle v on dieser Gegeb enheit pro�tiert, als es um die Au�ösung

der Mehrdeutigk eiten der FIF

lin

ging (siehe Seite 66). Üb erhaupt nic h t b erüc ksic h tigt

wurde sie b ei der De�nition der Metrik en. Hier b esteh t wieder das Problem, daÿ mit

Ausnahme der Maes-Distanz alle Ähnlic hk eitsfunktionen, die in dieser Arb eit b ehandelt

wurden, auf der In tegral-Metrik für stetige F unktionen b eruhen. Dab ei handelt es sic h

um ein k on tin uierlic hes Maÿ, das Segmen tierungen der Eingab e ignoriert. Ein Ausn utzen

der k onstan ten Wink elabstände m üÿte also früher ansetzen, et w a b ei der Gewinn ung der

P olygondarstellung.

4.3 Einzelheiten

F olgende Einzelheiten w aren in den v ergangenen Kapiteln no c h o�engeblieb en:

Zu PKF und FIF.

1. Die lineare Appro ximation der PKF bzw. der FIF hat zu der Möglic hk eit geführt,

die In tegraldistanz in der De�nition der jew eiligen Metrik exakt auszurec hnen (siehe

Algorithm us 1 auf Seite 35). Ist dies auc h ohne eine Appro ximation exakt möglic h?

D.h., gibt es ein V erfahren, das für die PKF- bzw. die FIF-Kurv en das Minim um

in der Metrik-De�nition b erec hnet und dab ei nic h t n ur die m � n vielen �kritisc hen �

Stellen heranzieh t, an denen zw ei Üb ergangsstellen der Graphen zusammenfallen?

Wie aufw endig ist ein solc hes V erfahren?
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2. In den Kapiteln üb er die linearen Appro ximationen v on PKF und FIF wurden die

Fälle aufgezeigt, in denen die Appro ximationsfehler am gröÿten sind und daÿ sie

gegeb enenfalls sogar b eliebig groÿ w erden k önnen (für die PKF siehe et w a Absatz

�F ehlerb etrac h tung für die Appro ximation � auf Seite 31). Kann man auÿer für diese

Extremfälle no c h w eitere Absc hätzungen für den allgemeinen Appro ximationsfeh-

ler durc hführen? Lassen sic h V orhersagen tre�en, un ter w elc hen Umständen das

Minim um in der Metrik-De�nition nicht an einem kritisc hen Punkt (siehe ob en)

angenommen wird?

3. Eine V orb ereitung zum Einsatz v on PKF- und FIF-Metrik b esteh t zur Zeit no c h dar-

in, den sp eziellen Kernpunkt aus Absc hnitt 2.1.3.1 (Seite 23) zu b estimmen (ev en tu-

ell im Prepro cessing für jedes P olygon). Es wurde diskutiert, daÿ der Sc h w erpunkt

des P olygons ein b esserer und ein Referenzpunkt (Absc hnitt 4.2.1) ein no c h b esserer

Punkt für diese Rolle w ären. Diese Punkte sind ab er im allgemeinen k eine Kern-

punkte mehr. Wie lassen sic h daher die PKF und die FIF auf Darstellungen nic h t

sternförmiger P olygone erw eitern?

Ist p k ein Kernpunkt, so stimm t die Umlaufordn ung der Ec k en im P olygon nic h t

mehr mit der angularen Sortierung der Ec k en b ezüglic h p als Zen trum üb erein.

Sortiert man die Ec k en daher neu um p (w as den Aufw and O ( n � log n ) wie für die

Kern b estimm ung zur F olge hat), so ignoriert man die T atsac he, daÿ eine Strec k e P

i

P

j

eines Sektors 4 pP

i

P

j

un ter Umständen k eine P olygonk an te ist (v ergleic he dazu

folgende Abbildung).

P

i

p

P

j

P

Abbildung 4.5: PKF und FIF für ein nic h t sternförmiges P olygon

In jedem F all b e�nden sic h die Sektorendreiec k e, deren Fläc heninhalte b ei der FIF

zu b estimmen sind, teilw eise auÿerhalb des P olygons. Es ist möglic herw eise sinn v oll,

die auÿerhalb liegenden T eile mit einem negativ en V orzeic hen zu v ersehen.

Für die PKF ist es sc h wieriger, einen Lösungsansatz zu �nden. Um einem Wink el,

in dem ein Strahl ausgesendet wird, eine En tfern ung zuzuordnen, m uÿ dieser Strahl

einen eindeutigen P eripheriepunkt b ezeic hnen. Dies ist nic h t mehr gegeb en, w enn p

k ein Kernpunkt ist. Zum Beispiel sc hneidet der Strahl p ! P in obiger Abbildung die

P eripherie dreimal. Es ist o�en, ob man hier den Sc hnittpunkt des Strahls mit der

P eripherie b en utzen sollte, der minimale o der maximale o der mittlere En tfern ung



4.3. EINZELHEITEN 97

zu p hat, o der ob in einem solc hen F all gar k ein Sc hnittpunkt mit der P eripherie als

Bezugspunkt für die En tfern ungsmessung sinn v oll ist.

Es sei allerdings daran erinnert, daÿ die Motiv ation des Punktes 3 nic h t in dem Man-

gel an einem Kernpunkt b esteh t. Dieser ist in der Lok alisation mittels Laser-Radar

stets in F orm des Standorts gegeb en. Es geh t vielmehr darum, die Unzulänglic hk ei-

ten eines Kernpunktes zu b eseitigen, indem zu einem passenderen Punkt, b estenfalls

einem Referenzpunkt, üb ergegangen wird, der im allgemeinen die Kernpunkteigen-

sc haft ab er nic h t mehr erfüllt.

Zur FIF.

4. In Absc hnitt 2.3.2.3 wurde gezeigt, daÿ es P olygone gibt, die sic h aus der FIF

lin

-

Darstellung nic h t eindeutig rek onstruieren lassen und wie man in der Praxis dieses

Problem umgeh t (ab er nic h t b eseitigt). Es bleibt die F rage, für w elc he P olygone

genau dieses Phänomen auftritt. Die b eiden Beispiele in Abbildung 2.22 auf Sei-

te 65 ersc heinen im in tuitiv en (nic h t im formal-geometrisc hen) Sinne regelmäÿig.

Insb esondere sind sie rotationssymmetrisc h.

5. Da wir in der De�nition der Fläc heninhaltsmetrik aus mehreren Gründen gezwun-

gen w aren, durc h den Gesam t�äc heninhalt zu dividieren und so die Darstellung v on

Sk alierungen unabhängig w ar, wurde mit dem Lemma (2.7) (Seite 60) eine prin-

zipielle Möglic hk eit zur Beseitigung dieses unerwünsc h ten E�ekts angegeb en. Es

blieb en ab er no c h die F ragen o�en, ob der Ansatz in der Praxis sinn v oll ist und wie

in diesem F all der Gewic h tsfaktor ! zu w ählen ist. Das Hauptproblem wird sein,

daÿ durc h die globale V orgab e v on ! meist do c h einer der b eiden Summanden der

neuen Metrik s

0

o der s

00

(siehe erw ähn tes Lemma), d.h. die alte Metrik s o der der

K orrektursummand, gröÿeren Ein�uÿ hat. Wären die b eiden An teile als F aktor en

eingegangen, d.h. s

0

als Pro dukt de�niert w orden, so hätte man eine gleic hmäÿi-

ge Beein�ussung des Gesam tausdruc ks, allerdings w äre dann s

0

k eine Metrik mehr

(Dreiec ksungleic h ung).

Zum praktisc hen Einsatz des Lok alisationsalgorithm us'.

6. In Kapitel 1.2.3 auf Seite 9 wurde da v on gespro c hen, daÿ im Prepro cessing zum Lo-

k alisationsalgorithm us v on Guibas et al. viele Sic h tbark eitszellen en tstehen k önnen,

deren Sk elette sic h un ter Umständen n ur w enig un tersc heiden,

5

z.B. w enn die Szene

aus vielen Hindernissen mit v erhältnismäÿig vielen Re�exec k en b esteh t. W enn solc he

Zellen auc h no c h b enac h bart sind, dann k ann es sinn v oll sein, sie zu einer gröÿeren zu

v ersc hmelzen. Solc he V ereinfac h ungsop erationen im Sinne v on Absc hnitt 1.3.5 stel-

len allerdings immer auc h eine top olo gische V eränderung an der Karte dar, die den

theoretisc hen Ansatz zur Lösung des Lok alisationsproblems sofort zum Sc heitern

bringen würde. Deshalb ist es in diesem F all sogar notwendig , Distanzfunktionen

5

Man b eac h te hier, daÿ eine geringe räumlic he Ausdehn ung einer Sic h tbark eitszelle k ein Kriterium

dafür ist, daÿ Sk elette b enac h barter Zellen sehr ähnlic h sind: Das Üb ersc hreiten einer Sic h tlinie zwisc hen

zw ei Zellen b ewirkt zunäc hst, daÿ eine neue Ec k e sic h tbar wird. Diese k ann w eit en tfern t v on den bisher

sic h tbaren Ec k en liegen, so daÿ das neue Sk elett sic h quan titativ stark v on dem v orherigen un tersc heiden

k ann.
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einzusetzen, die gegen üb er (geringfügigen) Karten v ereinfac h ungen w eniger sensib el

sind als der theoretisc he Algorithm us v on Guibas et al. Das genaue V orgehen hierb ei

ist eb enfalls eine w eitere o�ene F rage.

Viele der angespro c henen Punkte b esc hreib en Probleme in der Praxis, die durc h Unzu-

länglic hk eiten der eingesetzten T ec hnik zustandegek ommen sind, b esonders aufgrund v on

Meÿungenauigk eiten. Diese w erden sic h auc h in Zukunft nie v ollständig v ermeiden lassen.

Es ist zw ar (un ter Erhöh ung der Laufzeit eines Algorithm us') möglic h, Ungenauigk eiten

der Rec hnerplattform in ihrem Ein�uÿ zurüc kzudrängen, indem man zum Beispiel auf

exakte Arithmetik ausw eic h t. Das En tsc heidende wird ab er immer die Sc hnittstelle zwi-

sc hen Computer und Um w elt sein, die nic h t ohne einen V erlust an Präzision zu passieren

ist.

Leider v erhalten sic h die Ungenauigk eiten nic h t stetig in dem Sinne, daÿ leic h t v er-

rausc h te Eingab edaten stets auc h n ur ein leic h t ab w eic hendes Endergebnis (zum Beispiel

einer Lok alisationsanfrage) zur F olge hätten. Wir hab en gesehen, daÿ das V erfahren v on

Guibas in der theoretisc hen V ersion für die Praxis nic h t sofort an w endbar ist, da rein

algorithmisc h viele der Sc hritte n ur b ei exakten Berec hn ungen möglic h bzw. sinn v oll sind.

Dies gilt zum Beispiel für die En tsc heidung darüb er, ob eine Kan te eines Sic h tbark eits-

p olygons eine Sc heink an te ist, dadurc h auc h für die Extraktion des Sic h tbark eitssk eletts

aus einem Scan etc.

Rec hen ungenauigk eiten lassen sic h also nic h t allein dadurc h in ihrem Ein�uÿ reduzie-

ren, daÿ man üb erall dort, w o in einem Algorithm us V ergleic he anstehen, Distanzfunk-

tionen einsetzt. Vielmehr sind in den meisten Fällen auc h algorithmisc he V eränderungen

not w endig, wie wir es zum Beispiel in Absc hnitt 4.1.2 üb er den p olygon basierten Ansatz

b ei einer Lok alisationsanfrage gesehen hab en.



Anhang A

T estb eispiele

Dieser T eil des Anhangs stellt einige T estb eispiele v or, die mit den in Kapitel 2 v orge-

stellten Ähnlic hk eitsfunktionen gew onnen wurden. Sie dienen einer graphisc hen V eran-

sc haulic h ung der hergeleiteten bzw. prognostizierten V erhaltensw eise der Metrik en b ei

b estimm ten Arten v on Rausc hen etc. Für eine genauere Analyse siehe in den jew eiligen

Kapiteln.

Die Beispiele (zur PKF- und zur FIF-Metrik) sind wie folgt aufgebaut: Zunäc hst w er-

den einige P aare v on P olygonen direkt miteinander v erglic hen. Sie zeic hnen sic h durc h

sp ezielle Eigensc haften (v or allem gewisse Fälle v on Rausc hen) aus, die jew eils diskutiert

w erden.

Im zw eiten T eil wird ein Musterp olygon v orgegeb en und mit v ersc hiedenen mehr o der

w eniger ähnlic hen P olygonen v erglic hen. Die Ergebnisse sind in der Reihenfolge ihrer

Ähnlic hk eit zu dem Muster aufgeführt. Daraus k ann man ablesen, w as für P olygone die

jew eilige Distanz als ähnlic h ansieh t.

In den Beispielen aus Absc hnitt A.1 ist jew eils der sp ezielle Kernpunkt angegeb en. Da

er als k ernnäc hster Punkt gew ählt wird, ist er oft k ollinear mit einer der P olygonk an ten.

A.1 Beispiele für Sp ezialfälle

Die K opfzeile folgender T ab elle en thält die Bezeic hn ungen der F unktionsdarstellungen, auf

denen die jew eilige Metrik b eruh t. V or einer Betrac h tung der Zahlen w erte emp�ehlt sic h

ein Blic k auf die zugehörigen Abbildungen, da dort auf die Besonderheiten des aktuellen

P olygonpaares hingewiesen wird. Der V ergleic h der PKF-Distanzw erte mit den absoluten

FIF-W erten mac h t w enig Sinn, da die F unktionen v ersc hiedene W erteb ereic he hab en. Man

k ann ab er relativ e V ergleic he anstellen.

Für die P olygone aus Abbildung A.1 (� Rotation � ) wurden auc h die V arian ten der

PKF-Metrik ausprobiert, die n ur T ranslationen als P olygon transformationen zulassen. Es

ergab sic h ein Distanzw ert v on 19 : 5433 für die (nic h tappro ximierte) PKF-Distanz und

v on 21 : 7838 für die PKF

lin

-Distanz.
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Abbildung PKF PKF

lin

FIF FIF

lin

A.1 (� Rotation � ) 0 : 0217819 0 : 021772 0 : 0186525 0 : 000314677

A.2 (� Beispielszene � ) 31 : 9157 33 : 5932 3 : 718 5 : 9617

A.3 (� sk aliert � ) 50 : 5964 53 : 5509 0 0

A.4 (� k ollinear � ) 0 3 : 17972 0 : 0221669 2 : 99818

A.5 (� Kerb e � ) 0 : 491679 2 : 05269 3 : 90533 1 : 34039

A.6 (� leic h tes Rausc hen � ) 3 : 63465 1 : 9760 3 : 62581 2 : 73868

A.7 (� uneinheitlic hes Rausc hen � ) 4 : 92681 4 : 20746 4 : 7174 3 : 14649

A.8 (� einheitlic hes Rausc hen � ) 7 : 74074 4 : 50825 8 : 02348 3 : 94091

T ab elle A.1: V ergleic hsw erte für die P olygonpaare aus den folgenden Abbildungen

Abbildung A.1: (� Rotation � ) Zw ei P olygone, die sic h n ur durc h eine Rotation un tersc hei-

den. Alle vier Distanzw erte sind nahezu 0
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Abbildung A.2: (� Beispielszene � ) Ein P olygonpaar ohne sp ezielle Eigensc haften. Die FIF-

Distanzw erte sind allgemein kleiner, da sie den Fläc heninhalt der P olygone auf 1 sk alieren

Abbildung A.3: (� sk aliert � ) Zw ei P olygone, die sic h n ur durc h eine Sk alierung un tersc hei-

den. Da die FIF-Metrik en in der v orgestellten F orm sk alierungsin v arian t sind, liefern sie

für diese P olygone die Distanz 0 zurüc k � ein unerwünsc h ter E�ekt, der b ei den PKF-

Metrik en nic h t auftritt
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Abbildung A.4: (� k ollinear � ) Das rec h te Dreiec k wurde als �Sec hsec k � mit fünf k ollinearen

Punkten auf der Un terseite eingegeb en (die Kreise stellen redundan te Punkte dar). Die

PKF

lin

und die FIF

lin

hab en mit diesen P olygonen Sc h wierigk eiten: Die zusätzlic hen Ec k-

punkte b edeuten zusätzlic he Stützstellen b ei der Appro ximation und daher einen anderen

V erlauf der linear appro ximierten Kurv e als im link en Dreiec k. Dadurc h ist der W ert b ei

diesen b eiden Distanzen v on Null v ersc hieden. Die nic h tappro ximierten Ähnlic hk eitsfunk-

tionen liefern wie gewünsc h t 0

Abbildung A.5: (� Kerb e � ) Das rec h te P olygon b esitzt an der Un terseite eine Kerb e, die

durc h einen (grob en) Meÿfehler en tstanden sein k önn te. Dies v erändert zw ar nic h t den

sp eziellen Kernpunkt (der Sc h w erpunkt liegt in b eiden P olygonen im Kern), ab er do c h

die Kurv en der P olygondarstellungen. Dadurc h ergibt sic h in allen Fällen ein v on Null

leic h t ab w eic hender W ert
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Abbildung A.6: (� leic h tes Rausc hen � ) Das rec h te P olygon ist leic h t v errausc h t, indem an

der diagonalen Seite ein zusätzlic her Meÿpunkt eingefügt wurde

Abbildung A.7: (� uneinheitlic hes Rausc hen � ) Das rec h te P olygon hat eine stark v errausc h-

te Seite, die Kernpunkte un tersc heiden sic h jedo c h k aum
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Abbildung A.8: (� einheitlic hes Rausc hen � ) Ein einheitlic h v errausc h tes Dreiec k, z.B. v on

einem Laserscanner aufgenommen, und ein un v errausc h tes Dreiec k, z.B. aus dem Prepro-

cessing gew onnen

A.2 V ergleic he v on P olygonen gegen ein Muster

Die Idee zu folgendem V ergleic hsv erfahren stamm t aus [A CH

+

91 ].

Auc h die P olygone, die hier v erglic hen w erden, sind in et w a diesem

Artik el (Seite 214) en tnommen.

Als V ergleic hsm uster dien t jew eils das neb enstehende Quadrat. Die

T ab elle en thält das Ähnlic hk eitsmaÿ der letzten sieb en P olygone

im V ergleic h dazu.

Die W erte der b eiden FIF-Metrik en sind erneut kleiner als die der PKF-Distanzen und

liegen dadurc h auc h enger zusammen. Das ist wiederum auf die Stauc h ung der P olygone

auf den Fläc heninhalt 1 zurüc kzuführen.

Abbildung A.9: PKF-Metrik

2 : 21256 4 : 42994 5 : 81967 10 : 0243 15 : 4387 16 : 4494 18 : 1911

T ab elle A.2: PKF-Metrik



A.2. VER GLEICHE V ON POL YGONEN GEGEN EIN MUSTER 105

Abbildung A.10: PKF

lin

-Metrik

2 : 16822 4 : 75083 8 : 32637 8 : 90252 13 : 3249 15 : 8284 18 : 7481

T ab elle A.3: PKF

lin

-Metrik

Abbildung A.11: FIF-Metrik

1 : 83816 3 : 84395 3 : 87478 3 : 93427 3 : 97508 4 : 93078 5 : 26266

T ab elle A.4: FIF-Metrik

Abbildung A.12: FIF

lin

-Metrik

1 : 54779 2 : 50141 3 : 29697 4 : 28675 6 : 61712 8 : 30526 9 : 04502

T ab elle A.5: FIF

lin

-Metrik
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Anhang B

Begri�e und Sym b ole

Dieser T eil des Anhangs en thält eine Üb ersic h t üb er Bezeic hn ungen, die möglic herw eise

in anderen K on texten anders de�niert o der generell sonst nic h t v erw endet w erden. Allge-

mein b ek ann te Sac h v erhalte und Begri�e sind jedo c h nic h t aufgeführt, um die Darstellung

üb ersic h tlic h zu halten. Eb enso sind k eine T ermini aufgeführt, denen im laufenden T ext

eine eigene De�nition gewidmet w ar.

B.1 De�nitionen

Autonomie Eigensc haft eines mobilen Systems, sic h ohne mensc hlic he Eingri�e selbst-

ständig zu lok alisieren und zu b ew egen. V ollständige Autonomie eines Systems v er-

langt daher auc h die Fähigk eit, auf un v orhergesehene Situationen und Bahnab w ei-

c h ungen b ei der Bew egung zu reagieren.

Hausdor�distanz Distanz �

H

zwisc hen k ompakten Punktmengen A und B , die eine

Distanzfunktion jj � jj für Punktmengen v oraussetzt und wie folgt de�niert ist:

�

H

( A; B ) = max(

~

�

H

( A; B ) ;

~

�

H

( B ; A )) mit

~

�

H

( A; B ) = max

a 2 A

min

b 2 B

jj a � b jj :

Dab ei heiÿt

~

�

H

die geric h tete Hausdor�distanz der Punktmengen A und B .

�

H

ist eine Metrik, falls jj � jj eine Metrik ist.

In v arianz un ter geometrisc hen T ransformationen Eigensc haft v on Distanz- und

Ähnlic hk eitsabbildungen, unabhängig v on diesen T ransformationen zu sein, d.h. der

Distanzw ert zw eier Ob jekte ändert sic h nic h t, w enn sie mittels der T ransformatio-

nen v erändert w erden. Insb esondere hab en Ob jekte die Distanz Null, w enn sie sic h

n ur durc h solc he T ransformationen un tersc heiden.

Kernpunkt Punkt p im Innern o der auf dem Rand eines P olygons P , v on dem aus jeder

innere und jeder Randpunkt des P olygons sic h tbar ist, d.h. die V erbindungslinie

v on p zu einem solc hen Punkt sc hneidet k eine P olygonk an te. F alls für P ein solc her

Punkt existiert, heiÿt P sternförmig .
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kritisc her Punkt, kritisc he Stelle Beim V ersc hieb en der Graphen zw eier zusammen-

gesetzter F unktionen: Lage der Graphen, b ei der zw ei ! Üb er gangsstel len zusam-

menfallen, d.h. die gleic he Abszisse hab en.

k orresp ondierende Punkte Zw ei Punkte v on P olygonen P und Q , die b ei einem Mat-

c hing v on P und Q aufeinander abgebildet w erden.

künstlic he Kan te Kan te eines Sic h tbark eitssk eletts, die für die Üb erbrüc kung einer

! Scheine cke eingefügt wurde. Eine künstlic he Kan te k omm t nic h t als Kan te in

der Szene v or, auc h nic h t als T eil da v on. Mindestens eine der b eiden Ec k en der

künstlic hen Kan te ist eine Re�exec k e der Szene.

redundan ter Ec kpunkt Ec kpunkt eines P olygons, der k ollinear mit seinen b eiden

Nac h barn ist und dadurc h einen Innen wink el v on 180

�

erzeugt.

Sc heinec k e Ec k e eines Sic h tbark eitsp olygons eines Standorts p , die als erster Sc hnitt-

punkt der V erlängerung der Strec k e v on p zu einer sic h tbaren ! V er de ckungse cke v

der Szene üb er v hinaus mit einer Szenenk an te en tsteh t. Sc heinec k en liegen also

�hin ter � (d.h. sind insb esondere k ollinear mit) den V erdec kungsec k en, v on p aus

b etrac h tet. Sie sind k eine Szenenec k en.

Sc heink an te Kan te eines Sic h tbark eitsp olygons zwisc hen einer ! Scheine cke und einer

b enac h barten ! V er de ckungse cke . Sie ist stets k ollinear mit dem Betrac h terstand-

ort p . Gibt es in einem Sic h tbark eitsp olygon mehrere Sc heink an ten, so sc hneiden sie

sic h alle in p .

Sic h tbark eitszelle Zusammenhängender, k on v exer, p olygonaler T eilb ereic h des F rei-

raums einer Szene, in dem alle Standorte dasselb e Sic h tbark eitssk elett b esitzen,

d.h. in dem v on allen Standorten aus dieselb e Menge v on Szenenec k en sic h tbar ist

(auc h in derselb en angularen Ordn ung) und in der sic h das Sic h tbark eitsp olygon

daher qualitativ n ur w enig ändert.

Stütz- o der Üb ergangsstelle Abszisse des Graphen einer stüc kw eise de�nierten F unk-

tion, an der sic h die De�nitionsgleic h ung ändert. Auc h der Punkt des Graphen an

einer solc hen Stelle wird als Üb ergangsstelle (des Graphen) b ezeic hnet.

V erdec kungsec k e Re�exec k e einer Szene (siehe De�nition 1.5 auf Seite 6), für die gilt:

Der aktuelle Betrac h terstandort liegt im Neb enwinkelb er eich der Ec k e, d.h. so, daÿ

genau eine der b eiden adjazen ten Kan ten v om Standort aus v erdec kt ist.
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Abbildung B.1: Zur De�nition V erdec kungsec k e. Der Rob oterstandort liegt im sc hra�er-

ten Neb en wink elb ereic h, w enn v eine V erdec kungsec k e ist
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V erdec kungslinie V erlängerung des Strahls v on einer b eliebigen Szenenec k e u zu ei-

ner sic h tbaren ! V er de ckungse cke v , w enn der Rob oterstandort als u angenommen

wird, üb er v hinaus, bis er die Szene in einer Kan te tri�t. (Dieser Auftre�punkt ist

eine ! Scheine cke des v on u aufgenommenen Sic h tbark eitsp olygons.) Diese Linien

sind die Grenzen der ! Sichtb arkeitszel len .

B.2 Sym b ole

AB Strec k e zwisc hen A und B

j AB j Länge der Strec k e zwisc hen A und B , auc h d

2

( A; B ) (Euklidisc her Abstand)

� !

AB V ektor o der orien tierte Strec k e v on A nac h B

4 AB C Dreiec k der Punkte A , B , C ; in der F orm 4 pP

i

P

i +1

auc h Sektor eines P olygons

mit Kernpunkt p und b enac h barten Ec kpunkten P

i

und P

i +1

@ P Menge aller Randpunkte des P olygons P

f

2

( x ) Abkürzend für ( f ( x ))

2

( f reelle F unktion)

M

P

Menge aller x aus M � R mit der Eigensc haft P (einstelliges Prädik at), d.h.

M

P

:= f x 2 M : P ( x ) g . Beispiele dafür sind R

> 0

, N

6= a

etc.

p ! X In p ausgehender und durc h X v erlaufender Strahl ( p 6= X )

P = Q Gleic hheit der geometrisc hen Ob jekte P und Q , d.h. abhängig v om K on text

K ongruenz, Ähnlic hk eit etc., allgemein Iden tität (siehe P � Q ) bis auf An-

w endung b estimm ter T ransformationen

P � Q Iden tität der geometrisc hen Ob jekte P und Q , d.h. Üb ereinstimm ung ihrer

Punktmengendarstellungen in K o ordinaten

[ x ] Ganzer An teil v on x 2 R

� 0

, d.h. [ x ] := max f n 2 N : n � x g
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