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Introduc'on	
  
•  The	
  three	
  lectures	
  will	
  focus	
  on	
  three	
  well	
  known	
  no-­‐go	
  theorems	
  

for	
  quantum	
  theory:	
  
–  Bell’s	
  theorem	
  (nonlocality)	
  
–  The	
  Kochen-­‐Specker	
  theorem	
  (contextuality)	
  
–  The	
  PBR	
  theorem	
  (psi-­‐ontology)	
  

	
  
•  Roughly	
  speaking,	
  a	
  no-­‐go	
  theorem	
  states	
  that	
  some	
  class	
  of	
  

theories/models	
  either	
  doesn’t	
  exist	
  (KS)	
  or	
  must	
  make	
  different	
  
predic'ons	
  from	
  quantum	
  theory	
  (Bell,	
  PBR).	
  Experimental	
  results	
  
have	
  always	
  confirmed	
  quantum	
  theory.	
  

•  Significant	
  for	
  two	
  reasons:	
  
–  Founda'onal.	
  There	
  is	
  no	
  underlying	
  theory	
  wai'ng	
  to	
  be	
  discovered	
  

that	
  is	
  locally	
  causal/non-­‐contextual/psi-­‐epistemic.	
  
–  Simula'on.	
  Quantum	
  theory	
  cannot	
  be	
  simulated	
  by	
  a	
  model	
  that	
  is	
  

locally	
  causal/etc.	
  This	
  can	
  lead	
  to	
  quantum	
  advantages	
  in	
  informa'on	
  
processing	
  tasks.	
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Part	
  1:	
  Nonlocality	
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Quantum	
  players…	
  



In	
  terms	
  of	
  hidden	
  variables…	
  

•  Par'cles	
  are	
  produced	
  at	
  a	
  source	
  in	
  the	
  quantum	
  state	
  |Á+i.	
  	
  
•  Measurements	
  X,Y	
  are	
  performed.	
  
•  Imagine	
  that	
  |Á+i	
  is	
  an	
  incomplete	
  descrip.on	
  of	
  the	
  par'cles,	
  reflec'ng	
  our	
  ignorance	
  

of	
  the	
  values	
  of	
  some	
  underlying	
  variables	
  ¸.	
  The	
  quantum	
  state	
  determines	
  a	
  
probability	
  distribu'on	
  µ(¸).	
  Probabili'es	
  for	
  outcomes	
  a,b	
  are	
  determined	
  by	
  ¸. 
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In	
  terms	
  of	
  hidden	
  variables…	
  

But	
  winning	
  the	
  CHSH	
  game	
  with	
  probability	
  >	
  3/4	
  implies	
  that	
  the	
  correla'ons	
  cannot	
  
be	
  wri8en	
  in	
  the	
  form:	
  

X	
  

a	
  

Y	
  

b	
  

¸ ¸ 

Source	
  

Bell	
  locality	
  (*)	
  is	
  the	
  condi'on	
  that:	
  	
  

(*)	
  J.	
  S.	
  Bell,	
  Speakable	
  and	
  Unspeakable	
  in	
  Quantum	
  Mechanics	
  (CUP,	
  Cambridge	
  2004).	
  



What	
  is	
  going	
  on?	
  

•  It	
  is	
  “as	
  if”	
  the	
  quantum	
  par'cles	
  “talk	
  to	
  each	
  other”.	
  

•  There	
  are	
  models,	
  e.g.,	
  the	
  de	
  Broglie-­‐Bohm	
  theory	
  that	
  define	
  an	
  explicit	
  space	
  of	
  
hidden	
  variables	
  ¸,	
  and	
  where	
  Bell	
  locality	
  fails:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  Such	
  models	
  are	
  nonlocal.	
  	
  	
  

•  Standard	
  quantum	
  theory	
  evades	
  the	
  ques'on:	
  correct	
  predic'ons	
  are	
  obtained	
  for	
  
the	
  observed	
  correla'ons,	
  but	
  without	
  describing	
  any	
  kind	
  of	
  explicit	
  mechanism	
  that	
  
would	
  mediate	
  the	
  correla'ons.	
  

•  The	
  effect	
  remains	
  even	
  when	
  the	
  measurements	
  are	
  spacelike	
  separated.	
  

•  But	
  cannot	
  be	
  used	
  directly	
  to	
  signal.	
  



½AB	
  
Measure	
  {Ei}	
  

If	
  Alice	
  gets	
  outcome	
  i,	
  then	
  Bob’s	
  collapsed	
  state	
  is:	
  	
  

Averaging	
  over	
  Alice’s	
  outcomes,	
  	
  

Hence	
  if	
  Bob	
  performs	
  a	
  measurement	
  and	
  is	
  ignorant	
  of	
  Alice’s	
  outcome,	
  his	
  outcome	
  
probabili'es	
  are	
  independent	
  of	
  which	
  measurement	
  Alice	
  chose	
  to	
  do.	
  

The	
  no-­‐signalling	
  principle	
  



Tsirelson’s	
  Bound	
  
Can	
  Alice	
  and	
  Bob	
  do	
  any	
  be8er	
  using	
  quantum	
  systems?	
  
	
  
No.	
  Tsirelson	
  showed	
  (*)	
  that	
  for	
  any	
  shared	
  state	
  ½AB	
  ,	
  and	
  whichever	
  
measurements	
  X=0,1	
  and	
  Y=0,1	
  correspond	
  to,	
  then	
  P(win)	
  · 

Proof	
  

(*)	
  B.	
  S.	
  Tsirelson,	
  Le8	
  Math	
  Phys	
  4,	
  93	
  (1980).	
  



The	
  PR	
  box	
  

•  In	
  quantum	
  theory,	
  can	
  only	
  win	
  the	
  CHSH	
  game	
  with	
  probability	
  

•  Popescu	
  and	
  Rohrlich	
  wondered,	
  why	
  can’t	
  we	
  do	
  be8er?	
  Could	
  it	
  be	
  that	
  if	
  you	
  win	
  the	
  
game	
  with	
  greater	
  probability,	
  then	
  you	
  inevitably	
  violate	
  the	
  no-­‐signalling	
  principle?	
  

•  They	
  found	
  that	
  the	
  answer	
  is	
  no:	
  it	
  is	
  possible	
  to	
  imagine	
  a	
  fic'onal	
  device,	
  which	
  
respects	
  the	
  no-­‐signalling	
  principle,	
  but	
  which	
  would	
  allow	
  Alice	
  and	
  Bob	
  to	
  win	
  the	
  game	
  
with	
  certainty.	
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PR	
  –	
  Popescu	
  and	
  Rohrlich 	
   	
   	
   	
   	
  Box	
  –	
  as	
  in	
  “black	
  box”	
  

Defined	
  by	
  a	
  set	
  of	
  condi'onal	
  probability	
  distribu'ons	
  P(ab|XY),	
  with:	
  

•  Outputs	
  always	
  sa'sfy	
  
•  Non-­‐signalling	
  	
  



The	
  PR	
  box	
  
These	
  stronger-­‐than-­‐quantum	
  correla'ons	
  are	
  logically	
  possible,	
  
and	
  would	
  be	
  very	
  useful	
  for	
  solving	
  communica'on	
  complexity	
  
problems!	
  
	
  
Why	
  doesn’t	
  nature	
  allow	
  them?	
  



Deriving	
  the	
  quantum	
  bound	
  from	
  a	
  physical	
  
principle	
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•  Alice	
  is	
  given	
  an	
  n	
  bit	
  string	
  X.	
  

•  Alice	
  can	
  communicate	
  k	
  classical	
  bits	
  to	
  Bob.	
  

•  Bob	
  is	
  given	
  Y,	
  which	
  takes	
  values	
  1,	
  …	
  ,	
  n.	
  

•  Bob	
  outputs	
  a	
  single	
  bit	
  b.	
  

•  For	
  Y=i,	
  Bob’s	
  aim	
  is	
  for	
  b	
  to	
  equal	
  Xi,	
  the	
  ith	
  bit	
  of	
  Alice’s	
  string	
  X.	
  

(*)	
  See	
  M.	
  Pawlowski	
  et	
  al.,	
  
Nature	
  461,	
  1101	
  (2009).	
  



Classical	
  players	
  have	
  access	
  to	
  pre-­‐shared	
  random	
  data.	
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Quantum	
  players	
  have	
  pre-­‐shared	
  entanglement.	
  

…
	
  

X	
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A	
  protocol	
  goes	
  as	
  follows:	
  
•  Alice	
  receives	
  X	
  from	
  a	
  referee,	
  where	
  X	
  is	
  drawn	
  randomly	
  from	
  the	
  set	
  of	
  all	
  n	
  bit	
  strings.	
  	
  
•  Alice	
  performs	
  a	
  measurement	
  on	
  her	
  quantum	
  systems.	
  
•  Alice	
  sends	
  Z	
  to	
  Bob,	
  where	
  Z	
  depends	
  on	
  X	
  and	
  on	
  the	
  outcome	
  of	
  Alice’s	
  measurement.	
  
•  Bob	
  measures	
  his	
  quantum	
  systems.	
  His	
  choice	
  of	
  measurement	
  can	
  depend	
  on	
  Y,Z.	
  Bob	
  outputs	
  

b,	
  where	
  b	
  depends	
  on	
  Z,	
  Y,	
  and	
  on	
  the	
  outcome	
  of	
  Bob’s	
  measurement.	
  

Z	
  2	
  {	
  0,1	
  }	
  k	
  

Deriving	
  the	
  quantum	
  bound	
  from	
  a	
  physical	
  
principle	
  



Quan'fying	
  the	
  success	
  of	
  a	
  protocol	
  

How	
  successful	
  is	
  a	
  given	
  protocol?	
  We	
  wish	
  to	
  quan'fy	
  the	
  amount	
  of	
  informa'on,	
  
on	
  average,	
  that	
  b	
  contains	
  about	
  Xi.	
  Consider	
  the	
  following	
  quan'ty:	
  

…
	
  

X	
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  n	
  
Y	
  2	
  {	
  1	
  ,	
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  }	
  

where	
  I(	
  Xi	
  :	
  b	
  |	
  Y=i	
  )	
  is	
  the	
  mutual	
  informa.on	
  between	
  the	
  variables	
  Xi	
  and	
  b,	
  
condi'oned	
  on	
  Y	
  taking	
  the	
  value	
  i.	
  

Z	
  2	
  {	
  0,1	
  }	
  k	
  



Informa'on	
  causality	
  

…
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Informa.on	
  causality	
  is	
  the	
  
principle	
  that:	
  

Roughly:	
  Informa'on	
  causality	
  states	
  that	
  no	
  ma8er	
  what	
  preshared	
  resources	
  they	
  
might	
  have,	
  if	
  Alice	
  communicates	
  k	
  bits	
  to	
  Bob,	
  then	
  the	
  total	
  informa'on	
  access	
  that	
  
Bob	
  gains	
  to	
  her	
  data	
  is	
  not	
  more	
  than	
  k.	
  
	
  
NB	
  For	
  k=0,	
  informa'on	
  causality	
  reduces	
  to	
  the	
  no-­‐signalling	
  principle.	
  
	
  
So	
  informa'on	
  causality	
  is	
  a	
  more	
  refined	
  no'on	
  of	
  the	
  no-­‐signalling	
  principle,	
  that	
  
takes	
  into	
  account	
  a	
  finite	
  amount	
  of	
  communica'on.	
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Informa.on	
  causality	
  is	
  the	
  
principle	
  that:	
  

NB	
  Even	
  classical	
  players	
  can	
  saturate	
  the	
  informa'on	
  causality	
  bound.	
  	
  
	
  
Simply	
  let	
  Z	
  be	
  equal	
  to	
  the	
  first	
  k	
  bits	
  of	
  X.	
  Bob	
  gets	
  lucky	
  if	
  Y	
  2	
  {	
  1	
  ,	
  …	
  ,	
  k	
  }	
  ,	
  and	
  can	
  
output	
  the	
  correct	
  value.	
  Otherwise	
  Bob	
  must	
  simply	
  guess.	
  

Theorem:	
  Any	
  classical	
  or	
  quantum	
  protocol	
  sa'sfies	
  informa'on	
  causality.	
  



PR	
  box	
  players	
  

…
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PR	
  

What	
  if	
  the	
  players	
  have	
  PR	
  boxes?	
  
	
  
	
  
Consider	
  the	
  following	
  protocol.	
  Alice	
  and	
  Bob	
  share	
  n	
  PR	
  boxes.	
  
•  Alice	
  inputs	
  X1	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn	
  into	
  the	
  n	
  PR	
  boxes,	
  obtaining	
  outputs	
  a1	
  ,	
  …	
  ,	
  an	
  .	
  
•  Alice	
  evaluates	
  Z	
  =	
  a1	
  ©	
  !	
  ©	
  an	
  and	
  sends	
  Z	
  to	
  Bob.	
  
•  For	
  Y	
  =	
  i,	
  Bob	
  inputs	
  0	
  into	
  all	
  PR	
  boxes,	
  except	
  for	
  the	
  ith,	
  which	
  has	
  input	
  1.	
  Bob	
  

obtains	
  outputs	
  c1	
  ,	
  …	
  ,	
  cn	
  .	
  
•  Bob	
  evaluates	
  b	
  =	
  c1	
  ©	
  !	
  ©	
  cn	
  ©	
  Z	
  .	
  	
  
•  Check:	
  b	
  =	
  Xi	
  

	
  	
  

Informa.on	
  causality	
  is	
  the	
  
principle	
  that:	
  



Here’s	
  the	
  interes'ng	
  bit	
  

…
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Informa.on	
  causality:	
  

PR	
  

What	
  if	
  the	
  players	
  have	
  noisy	
  PR	
  boxes?	
  
	
  
	
  A	
  noisy	
  PR	
  box	
  is	
  defined	
  by	
  a	
  set	
  of	
  condi'onal	
  probability	
  distribu'ons	
  P(ab|XY),	
  with:	
  

•  P(a=0|XY)	
  =	
  P(a=1|XY)	
  =	
  P(b=0|XY)	
  =	
  P(b=1|XY)	
  =	
  1/2.	
  
•  P(a©	
  b	
  =	
  XY)	
  =	
  q	
  ,	
  where	
  ½	
  ·	
  q	
  <	
  1	
  .	
  
•  Super-­‐quantum	
  iff	
  q	
  >	
  	
  



Here’s	
  the	
  interes'ng	
  bit	
  

…
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Informa.on	
  causality:	
  

PR	
  

Theorem	
  (*).	
  With	
  noisy	
  PR	
  boxes,	
  informa'on	
  causality	
  can	
  be	
  violated	
  iff	
  the	
  boxes	
  
are	
  super-­‐quantum.	
  

So	
  the	
  principle	
  of	
  informa'on	
  causality	
  picks	
  out	
  the	
  quantum	
  bound	
  exactly.	
  	
  

(*)	
  M.	
  Pawlowski	
  et	
  al.,	
  ibid.	
  



Pause	
  

•  So	
  we’ve	
  seen	
  that	
  quantum	
  systems	
  can	
  produce	
  
nonlocal	
  correla.ons.	
  	
  

•  Logically,	
  one	
  can	
  imagine	
  correla'ons	
  that	
  are	
  more	
  
nonlocal	
  than	
  is	
  possible	
  in	
  quantum	
  theory,	
  yet	
  
which	
  s'll	
  respect	
  the	
  no-­‐signalling	
  principle.	
  

•  But	
  with	
  correla'ons	
  that	
  are	
  even	
  a	
  li8le	
  bit	
  more	
  
nonlocal	
  than	
  quantum,	
  informa'on	
  causality	
  is	
  
violated.	
  



Pause	
  

•  Now	
  we	
  turn	
  to	
  some	
  different	
  problems:	
  

•  Can	
  we	
  characterize	
  completely	
  the	
  problem	
  of	
  
dis'nguishing	
  local	
  and	
  nonlocal	
  correla'ons?	
  

•  Can	
  we	
  generalize	
  the	
  Bell	
  scenario	
  that	
  we	
  have	
  
been	
  considering?	
  	
  



Characterizing	
  nonlocal	
  correla'ons	
  

X

a

Y	
  

b	
  

Given	
  V,	
  how	
  do	
  we	
  tell	
  if	
  these	
  correla'ons	
  are	
  local	
  or	
  nonlocal?	
  
How	
  do	
  we	
  tell	
  if	
  they	
  can	
  be	
  produced	
  by	
  measuring	
  quantum	
  states?	
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Characterizing	
  nonlocal	
  correla'ons	
  

X

a

Y	
  

b	
  

Given	
  V,	
  how	
  do	
  we	
  tell	
  if	
  these	
  correla'ons	
  are	
  local	
  or	
  nonlocal?	
  
How	
  do	
  we	
  tell	
  if	
  they	
  can	
  be	
  produced	
  by	
  measuring	
  quantum	
  states?	
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Generalizing	
  the	
  Bell	
  scenario	
  
The	
  first	
  and	
  most	
  obvious	
  way	
  in	
  which	
  the	
  scenario	
  I’ve	
  described	
  can	
  be	
  
generalized	
  is	
  to	
  allow	
  more	
  par'es.	
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P(abc|XYZ)	
  

Won’t	
  say	
  much	
  about	
  this,	
  but	
  the	
  basic	
  formalism	
  is	
  similar:	
  local	
  polytope,	
  non-­‐
signalling	
  polytope,	
  quantum	
  set	
  etc.	
  



Generalizing	
  the	
  Bell	
  scenario	
  
Causal	
  networks…	
  

W

X	
  

U	
  

V	
  

Y	
  

Directed	
  acyclic	
  graph,	
  with	
  random	
  
variables	
  on	
  nodes.	
  
	
  
Arrows	
  indicate	
  causal	
  rela'onships.	
  
	
  
Here,	
  for	
  example:	
  
	
  -­‐-­‐	
  V	
  is	
  not	
  a	
  cause	
  of	
  W.	
  But	
  they	
  can	
  
be	
  correlated	
  via	
  a	
  common	
  cause	
  U.	
  
-­‐-­‐	
  X	
  can	
  depend	
  on	
  U,	
  but	
  only	
  
indirectly	
  through	
  V.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  Here,	
  a	
  joint	
  distribu'on	
  is	
  compa'ble	
  with	
  the	
  graph	
  if:	
  
	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  P(UVWXY)	
  	
  =	
  P(X|YVWU)	
  P(Y|VWU)	
  P(V|WU)	
  P(W|U)	
  P(U)	
  

	
   	
   	
  =	
  P(X|V)	
  P(Y|V)	
  P(V|U)	
  P(W|U)	
  P(U)	
  



Generalizing	
  the	
  Bell	
  scenario	
  
Causal	
  networks…	
  

W

X	
  

U	
  

V	
  

Y	
  

Directed	
  acyclic	
  graph,	
  with	
  random	
  
variables	
  on	
  nodes.	
  
	
  
Arrows	
  indicate	
  causal	
  rela'onships.	
  
	
  
Here,	
  for	
  example:	
  
	
  -­‐-­‐	
  V	
  is	
  not	
  a	
  cause	
  of	
  W.	
  But	
  they	
  can	
  
be	
  correlated	
  via	
  a	
  common	
  cause	
  U.	
  
-­‐-­‐	
  X	
  can	
  depend	
  on	
  U,	
  but	
  only	
  
indirectly	
  through	
  V.	
  

In	
  general,	
  given	
  a	
  graph	
  with	
  nodes	
  X1,	
  …	
  ,	
  Xn	
  ,	
  a	
  joint	
  distribu'on	
  P(X1	
  ,	
  …	
  ,	
  Xn)	
  is	
  
compa'ble	
  if	
  P(Xi	
  |	
  pa(Xi),	
  nd(Xi)	
  )	
  =	
  P(Xi	
  |	
  pa(Xi)	
  ),	
  
	
  
where	
  pa(Xi	
  )	
  are	
  the	
  parents	
  of	
  Xi	
  and	
  nd(Xi)	
  are	
  the	
  non-­‐descendants	
  of	
  Xi.	
  



Generalizing	
  the	
  Bell	
  scenario	
  

X	
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•  The	
  Bell	
  scenario	
  corresponds	
  to	
  the	
  graph	
  above.	
  Measurement	
  seyngs	
  are	
  now	
  
treated	
  as	
  random	
  variables.	
  

•  We	
  didn’t	
  talk	
  about	
  this	
  before,	
  but	
  when	
  establishing	
  nonlocality,	
  it	
  is	
  crucial	
  that	
  
measurement	
  seyngs	
  are	
  independent	
  of	
  the	
  puta've	
  hidden	
  variable	
  ¸	
  .	
  This	
  is	
  
encoded	
  by	
  the	
  above	
  graph.	
  

•  The	
  locality	
  condi'on	
  is	
  also	
  encoded	
  –	
  e.g.,	
  given	
  X	
  and	
  ¸,	
  a	
  is	
  independent	
  of	
  b	
  
and	
  Y.	
  



Generalizing	
  the	
  Bell	
  scenario	
  

X	
  
¸ 

Y	
  

a	
   b	
  

Which	
  joint	
  distribu'ons	
  P(abXY)	
  can	
  arise	
  as	
  the	
  marginal	
  of	
  a	
  distribu'on	
  P(abXY¸),	
  
which	
  is	
  compa'ble	
  with	
  the	
  above	
  graph?	
  
	
  
We	
  have	
  answered	
  this	
  already.	
  It	
  is	
  those	
  such	
  that	
  	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
  P(abXY)	
  =	
  P(X)	
  P(Y)	
  P(ab|XY),	
  	
  
	
  
where	
  P(ab|XY)	
  is	
  a	
  set	
  of	
  local	
  correla'ons	
  (V	
  lies	
  in	
  the	
  local	
  polytope).	
  	
  



The	
  triangle	
  
•  A	
  different	
  graph	
  

c	
  

¸ a	
   b	
  

µ º 

Compa'ble	
  joint	
  distribu'on:	
  
P(abcµº¸)	
  =	
  P(¸)	
  P(µ)	
  P(º)	
  P(a|µ¸)	
  P(b|¸º)	
  P(c|µº	
  )	
  
	
  

•  Three	
  unobserved	
  nodes	
  (hidden	
  variables).	
  
•  Three	
  observed	
  nodes	
  (measurement	
  outcomes).	
  No	
  measurement	
  choices!	
  
•  A	
  joint	
  distribu'on	
  P(abc)	
  is	
  classical	
  if	
  it	
  can	
  arise	
  as	
  the	
  marginal	
  of	
  a	
  joint	
  

distribu'on	
  P(abc¸µº)	
  that	
  is	
  compa'ble	
  with	
  the	
  graph.	
  



The	
  triangle	
  

c	
  

¸ a	
   b	
  

µ º 

Consider	
  P(abc=000)	
  =	
  P(abc=111)	
  =	
  1/2.	
  
	
  
Is	
  this	
  classical?	
  No!	
  
	
  
Rough	
  argument:	
  We	
  have	
  P(a=b)=1.	
  Hence	
  a	
  is	
  
independent	
  of	
  µ	
  .	
  But	
  then	
  there	
  is	
  no	
  way	
  for	
  a	
  
to	
  be	
  correlated	
  with	
  c.	
  	
  

More	
  precisely…	
  
	
  
Therorem(*):	
  Any	
  classical	
  distribu'on	
  P(abc)	
  sa'sfies	
  	
  
	
  

	
   	
   	
   	
  I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  H(a)	
  
(*)	
  T.	
  Fritz,	
  New.	
  J.	
  Phys.	
  141003001	
  (2012).	
  	
  



The	
  triangle	
  
Therorem:	
  Any	
  classical	
  distribu'on	
  P(abc)	
  sa'sfies	
  	
  
	
  

	
   	
   	
   	
  I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  H(a).	
  

Proof:	
  
	
  
I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  I(a:¸)	
  +	
  I(a:µ)	
  =	
  2	
  H(a)	
  +	
  H(¸)	
  +	
  H(µ)	
  –	
  H(a	
  µ)	
  –	
  H(a	
  ¸)	
  
	
  
But	
  by	
  submodularity	
  of	
  the	
  Shannon	
  entropy:	
  
	
  
H(a	
  µ)	
  +	
  H(a	
  ¸)	
  ¸	
  H(a)	
  +	
  H(a	
  ¸	
  µ).	
  
	
  
Hence	
  I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  H(a)	
  +	
  H(¸	
  )	
  +	
  H(µ)	
  –	
  H(a,¸,µ)	
  	
  ·	
  H(a)	
  +	
  I(¸	
  :	
  µ	
  )	
  	
  
	
  
Since	
  ¸	
  and	
  µ	
  must	
  be	
  independent,	
  we	
  get	
  I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  H(a)	
  	
  

c	
  

¸ a	
   b	
  

µ º 



The	
  triangle	
  
In	
  the	
  quantum	
  case,	
  unobserved	
  hidden	
  
variables	
  are	
  replaced	
  with	
  quantum	
  sources.	
  
	
  
Here,	
  the	
  sources	
  are	
  independent,	
  hence	
  the	
  
joint	
  state	
  of	
  the	
  quantum	
  par'cles	
  must	
  be	
  	
  
½	
  ­	
  ¾	
  ­	
  ¿	
  .	
  
	
  
Observer	
  Alice	
  can	
  perform	
  a	
  joint	
  measurement	
  
on	
  the	
  two	
  quantum	
  par'cles	
  she	
  receives,	
  
before	
  outpuyng	
  a	
  classical	
  variable	
  a.	
  Similarly	
  
Bob,	
  Charles.	
  	
  
	
  
	
  A	
  distribu'on	
  P(abc)	
  is	
  quantum	
  if	
  it	
  can	
  be	
  
wri8en	
  in	
  the	
  form	
  
	
  
	
  

c	
  

a	
   b	
  
¾ 

½ ¿ 



The	
  triangle	
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Theorem(*):	
  Any	
  quantum	
  distribu'on	
  P(abc)	
  sa'sfies	
  	
  
	
  

	
   	
   	
   	
  I(a:b)	
  +	
  I(a:c)	
  ·	
  H(a).	
  
	
  	
  

Does	
  there	
  exist	
  a	
  quantum	
  distribu'on	
  on	
  the	
  triangle	
  which	
  is	
  not	
  a	
  classical	
  
distribu'on?	
  Or	
  a	
  distribu'on	
  obtained	
  from	
  PR	
  boxes	
  which	
  is	
  not	
  quantum?	
  
	
  
•  If	
  a,b,c	
  are	
  4-­‐valued	
  then	
  yes	
  (to	
  both)!	
  (For	
  details	
  see	
  Fritz,	
  ibid.)	
  
•  If	
  a,b,c	
  are	
  binary	
  …	
  no	
  one	
  knows!	
  

(*)	
  J.	
  Henson,	
  R.	
  Lal,	
  M.	
  Pusey,	
  arXiv:1405.2572.	
  



Summary	
  
•  In	
  Bell	
  scenarios,	
  the	
  problem	
  of	
  classifying	
  local	
  vs	
  nonlocal	
  

correla'ons	
  is	
  solved.	
  Reduces	
  to	
  membership	
  of	
  a	
  vector	
  in	
  a	
  
polytope.	
  

•  In	
  Bell	
  scenarios,	
  the	
  problem	
  of	
  classifying	
  quantum	
  vs	
  non-­‐
quantum	
  correla'ons	
  is	
  more	
  difficult	
  (but	
  for	
  interes'ng	
  
progress,	
  see	
  M.	
  Navascues,	
  S.	
  Pironio,	
  A.	
  Acin,	
  arXiv:
0803.4290).	
  

•  In	
  more	
  general	
  scenarios,	
  classifying	
  the	
  sets	
  of	
  classical	
  and	
  
quantum	
  correla'ons	
  is	
  a	
  difficult	
  problem.	
  	
  



Applica'ons	
  
There	
  are	
  many	
  applica'ons	
  of	
  quantum	
  nonlocality,	
  e.g.,	
  	
  
	
  
•  Communica'on	
  complexity	
  
•  Device-­‐independent	
  QKD	
  
•  Device-­‐independent	
  randomness	
  genera'on	
  

•  All	
  of	
  these	
  are	
  ac've	
  research	
  areas,	
  but	
  sadly	
  no	
  'me	
  in	
  
these	
  lectures.	
  

•  The	
  study	
  of	
  generalized	
  Bell	
  scenarios	
  should	
  lead	
  to	
  new	
  
applica'ons.	
  



Part	
  2:	
  Contextuality	
  



The	
  Kochen-­‐Specker	
  theorem	
  
Quantum	
  observables	
  correspond	
  to	
  Hermi'an	
  operators.	
  
	
  
The	
  expecta'on	
  value	
  of	
  an	
  observable	
  corresponding	
  to	
  G	
  is	
  given	
  by	
  Tr	
  (	
  ½	
  G	
  ).	
  
	
  
Suppose	
  that	
  a	
  quantum	
  state	
  is	
  an	
  incomplete	
  descrip'on	
  of	
  a	
  quantum	
  system,	
  and	
  
that	
  there	
  are	
  some	
  underlying	
  hidden	
  variables.	
  	
  
	
  
Previously,	
  we	
  made	
  a	
  similar	
  assump'on,	
  and	
  showed	
  that	
  if	
  the	
  hidden	
  variables	
  
obey	
  Bell	
  locality,	
  then	
  we	
  cannot	
  recover	
  the	
  predic'ons	
  of	
  quantum	
  theory.	
  
	
  
Now	
  we	
  forget	
  about	
  locality.	
  Suppose	
  that	
  the	
  hidden	
  variables	
  are	
  determinis'c,	
  i.e.,	
  
the	
  hidden	
  variables	
  specify	
  a	
  definite	
  value	
  for	
  each	
  quantum	
  observable,	
  such	
  that	
  
measuring	
  the	
  observable	
  simply	
  reveals	
  that	
  value.	
  
	
  
Suppose	
  that	
  the	
  outcome	
  does	
  not	
  depend	
  on	
  the	
  context	
  of	
  the	
  measurement,	
  i.e.,	
  
only	
  depends	
  on	
  the	
  Hermi'an	
  operator,	
  and	
  not	
  on	
  how	
  the	
  measurement	
  was	
  
carried	
  out,	
  nor	
  on	
  what	
  other	
  observables	
  are	
  measured	
  at	
  the	
  same	
  'me.	
  



The	
  Kochen-­‐Specker	
  theorem	
  

Hidden	
  variables	
  sa'sfying	
  the	
  above	
  assump'ons	
  are	
  non-­‐contextual.	
  Restric'ng	
  to	
  
projec'on	
  operators,	
  non-­‐contextual	
  hidden	
  variables	
  can	
  be	
  thought	
  of	
  as	
  defining	
  
a	
  map:	
  	
  

such	
  that	
  	
  
•  if	
  P,Q	
  project	
  onto	
  orthogonal	
  subspaces	
  then	
  ¸(P	
  +	
  Q)	
  =	
  ¸(P)	
  +	
  ¸(Q),	
  
•  ¸(I)	
  =	
  1	
  .	
  



As	
  a	
  colouring	
  problem	
  

Equivalently,	
  non-­‐contextual	
  hidden	
  variables	
  would	
  define	
  a	
  KS-­‐colouring	
  of	
  the	
  set	
  of	
  
unit	
  vectors	
  in	
  a	
  complex	
  Hilbert	
  space.	
  
	
  
Assume	
  finite	
  dimensions.	
  A	
  KS-­‐colouring	
  is	
  a	
  map	
  	
  

such	
  that	
  	
  
•  If	
  {	
  v1	
  ,	
  …	
  ,	
  vd	
  }	
  form	
  an	
  orthonormal	
  basis,	
  then	
  ∑ι	
  ¸	
  (vi	
  )	
  =	
  1	
  .	
  

Theorem	
  (*)	
  If	
  the	
  dimension	
  of	
  the	
  Hilbert	
  space	
  is	
  ¸	
  3,	
  then	
  a	
  KS-­‐colouring	
  of	
  the	
  
unit	
  vectors	
  does	
  not	
  exist.	
  	
  

(*)	
  S.	
  Kochen	
  and	
  E.	
  P.	
  Specker,	
  J.	
  Math.	
  Mech.	
  17,	
  59	
  (1967)	
  



As	
  a	
  colouring	
  problem	
  

The	
  set	
  of	
  117	
  vectors	
  originally	
  constructed	
  
by	
  Kochen	
  and	
  Specker,	
  and	
  shown	
  to	
  be	
  KS-­‐
uncolourable	
  	
  

Image	
  from	
  h8p://plato.stanford.edu/entries/kochen-­‐
specker/	
  

A	
  smaller	
  set	
  of	
  33	
  vectors,	
  
constructed	
  by	
  Peres,	
  and	
  shown	
  to	
  be	
  
KS-­‐uncolourable.	
  

Image	
  from	
  h8p://quantumgaze8e.blogspot.co.uk/
2014/03/orthogonal-­‐states-­‐and-­‐quantum.html	
  



Finite	
  precision	
  
•  So:	
  there	
  is	
  no	
  non-­‐contextual	
  hidden	
  variable	
  interpreta'on	
  of	
  quantum	
  theory.	
  
•  However,	
  a	
  curious	
  loophole	
  in	
  the	
  argument	
  was	
  discovered	
  by	
  David	
  Meyer.	
  

Theorem(*)	
  	
  Let	
  S	
  be	
  the	
  set	
  of	
  unit	
  vectors	
  in	
  R3	
  with	
  ra'onal	
  entries.	
  Then	
  S	
  admits	
  a	
  
KS-­‐colouring.	
  
	
  
NB	
  S	
  is	
  dense	
  in	
  the	
  set	
  of	
  unit	
  vectors	
  in	
  R3,	
  and	
  furthermore	
  the	
  set	
  of	
  orthogonal	
  triads	
  
in	
  S	
  is	
  dense	
  in	
  the	
  set	
  of	
  orthogonal	
  triads	
  in	
  R3.	
  	
  
	
  
	
  
Proof	
  Each	
  unit	
  vector	
  v,	
  with	
  ra'onal	
  entries,	
  can	
  be	
  associated	
  uniquely	
  with	
  a	
  
triple	
  of	
  integers	
  (x,y,z)	
  such	
  that	
  v	
  =	
  c	
  (x,y,z),	
  and	
  (x,y,z)	
  have	
  no	
  common	
  divisor.	
  
Note	
  that	
  x2	
  +	
  y2	
  +	
  z2	
  is	
  a	
  square,	
  hence	
  exactly	
  one	
  of	
  (x,y,z)	
  must	
  be	
  odd.	
  If	
  v	
  and	
  v’	
  
are	
  orthogonal,	
  then	
  the	
  corresponding	
  triples	
  must	
  differ	
  in	
  which	
  entry	
  is	
  odd,	
  
since	
  xx’+yy’+zz’=0.	
  Therefore,	
  a	
  KS-­‐colouring	
  is	
  obtained	
  by	
  leyng	
  ¸(v)	
  =	
  1	
  iff	
  the	
  
corresponding	
  integer	
  z	
  is	
  odd.	
  	
  	
  

(*)	
  D.	
  Meyer,	
  arXiv:quant-­‐ph/9905080	
  	
  



Finite	
  precision	
  

This	
  was	
  extended	
  by	
  R.	
  Cli~on	
  and	
  A.	
  Kent,	
  who	
  give	
  colourings	
  of	
  dense	
  subsets	
  of	
  
complex	
  Hilbert	
  spaces	
  in	
  arbitrary	
  finite	
  dimensions	
  (*).	
  

(*)	
  Cli~on	
  and	
  Kent,	
  Proc.	
  Roy.	
  Soc.	
  Lond.	
  A,	
  456	
  2101	
  (2000)	
  



Opera'onal	
  no'ons	
  of	
  contextuality	
  

The	
  standard	
  Kochen-­‐Specker	
  no'on	
  of	
  contextuality	
  is	
  closely	
  'ed	
  to	
  the	
  
quantum	
  formalism	
  –	
  it	
  concerns	
  colourings	
  of	
  the	
  vectors	
  in	
  complex	
  
Hilbert	
  space.	
  It	
  also	
  assumes	
  determinis'c	
  hidden	
  variables.	
  
	
  
Bell’s	
  theorem,	
  by	
  contrast,	
  involves	
  only	
  empirically	
  observable	
  
probabili'es.	
  
	
  
Is	
  there	
  a	
  more	
  opera'onal	
  no'on	
  of	
  contextuality?	
  



Opera'onal	
  no'ons	
  of	
  contextuality	
  

¸ M	
  

k	
  

P 

µP	
  (¸)	
  

»M,k	
  (¸)	
  
Consider	
  a	
  quantum	
  system	
  of	
  dimension	
  d.	
  An	
  on.c	
  model	
  defines:	
  	
  	
  	
  
•  A	
  space	
  of	
  on'c	
  states	
  ¸ 
•  For	
  each	
  prepara'on	
  P,	
  a	
  probability	
  distribu'on	
  µP(¸)	
  
•  For	
  each	
  measurement	
  M	
  and	
  outcome	
  k,	
  a	
  response	
  func.on	
  »M,k	
  (¸)	
  ,	
  understood	
  

as	
  the	
  probability	
  of	
  geyng	
  outcome	
  k	
  when	
  measurement	
  M	
  is	
  performed	
  and	
  the	
  
on'c	
  state	
  is	
  ¸. 

Recover	
  quantum	
  predic'ons:	
  	
  



Measurement	
  contextuality	
  

We	
  do	
  not	
  assume	
  that	
  on'c	
  states	
  are	
  determinis'c.	
  
	
  
An	
  on'c	
  state	
  ¸	
  is	
  measurement	
  non-­‐contextual	
  (*)	
  if	
  »M,k(¸)	
  only	
  depends	
  on	
  
the	
  posi've	
  operator	
  EM,k	
  corresponding	
  to	
  the	
  outcome.	
  
	
  
A	
  measurement	
  non-­‐contextual	
  on'c	
  state	
  defines	
  a	
  map	
  that	
  takes	
  posi've	
  
operators	
  0	
  ·	
  E	
  ·	
  1	
  to	
  probabili'es:	
  

An	
  on'c	
  model	
  is	
  measurement	
  non-­‐contextual	
  if	
  all	
  on'c	
  states	
  are	
  
measurement	
  non-­‐contextual.	
  

(*)	
  R.	
  W.	
  Spekkens,	
  Phys.	
  Rev.	
  A	
  71,	
  052108	
  (2005)	
  



Prepara'on	
  contextuality	
  

An	
  on'c	
  model	
  is	
  prepara.on	
  non-­‐contextual	
  if	
  the	
  distribu'on	
  µP(¸)	
  only	
  
depends	
  on	
  the	
  quantum	
  state	
  ½	
  that	
  is	
  produced	
  by	
  the	
  prepara'on	
  P.	
  

For	
  example:	
  the	
  qubit	
  state	
  I/2	
  can	
  be	
  prepared	
  by	
  either	
  of	
  the	
  following	
  
methods:	
  
	
  
1)  Flip	
  a	
  coin,	
  and	
  prepare	
  |0i	
  on	
  heads,	
  |1i	
  on	
  tails.	
  
2)  Flip	
  a	
  coin,	
  and	
  prepare	
  |+i	
  on	
  heads,	
  |-­‐i	
  on	
  tails.	
  

Prepara'on	
  non-­‐contextuality	
  would	
  demand	
  that	
  the	
  resul'ng	
  distribu'on	
  
µ(¸)	
  is	
  the	
  same	
  for	
  both	
  methods.	
  



Contextuality	
  

An	
  on'c	
  model	
  is	
  fully	
  non-­‐contextual	
  iff	
  it	
  is	
  both	
  measurement	
  and	
  
prepara'on	
  non-­‐contextual.	
  

Aside:	
  Why	
  is	
  this	
  a	
  natural	
  constraint?	
  	
  
	
  
An	
  argument	
  goes	
  like	
  this.	
  Consider	
  Bell’s	
  theorem	
  again.	
  One	
  can	
  always	
  
write	
  down	
  a	
  nonlocal	
  hidden	
  variable	
  model	
  which	
  recovers	
  the	
  quantum	
  
predic'ons.	
  However,	
  one	
  is	
  faced	
  with	
  a	
  new	
  problem.	
  Generically,	
  a	
  
nonlocal	
  model	
  will	
  lead	
  to	
  signalling	
  at	
  the	
  opera'onal	
  level.	
  To	
  prevent	
  
this,	
  the	
  model	
  will	
  need	
  to	
  be	
  finely	
  tuned.	
  	
  
	
  
A	
  similar	
  argument	
  applies	
  to	
  (either)	
  measurement	
  or	
  prepara'on	
  
contextual	
  on'c	
  models.	
  There	
  is	
  a	
  difference	
  in	
  the	
  model,	
  e.g.,	
  µP(¸)	
  ≠	
  
µP’(¸),	
  but	
  if	
  P	
  and	
  P’	
  prepare	
  the	
  same	
  quantum	
  state,	
  then	
  there	
  is	
  no	
  
corresponding	
  difference	
  at	
  the	
  opera'onal	
  level.	
  



Contextuality	
  

A	
  theory	
  is	
  contextual	
  if	
  (some	
  system)	
  does	
  not	
  admit	
  a	
  fully	
  non-­‐contextual	
  
on'c	
  model.	
  



Contextuality	
  

Theorem.	
  There	
  exists	
  a	
  measurement	
  non-­‐contextual	
  on'c	
  model	
  for	
  a	
  
quantum	
  system	
  of	
  any	
  dimension.	
  

Proof	
  sketch:	
  Simply	
  let	
  the	
  on'c	
  state	
  be	
  iden'cal	
  with	
  a	
  quantum	
  pure	
  
state.	
  The	
  response	
  func'on	
  is	
  defined	
  by	
  the	
  Born	
  rule.	
  



Contextuality	
  

Theorem	
  (*).	
  Given	
  the	
  above	
  constraint,	
  there	
  does	
  not	
  exist	
  a	
  prepara'on	
  
non-­‐contextual	
  on'c	
  model	
  for	
  any	
  quantum	
  system	
  of	
  d	
  ¸	
  2	
  .	
  

Consider	
  a	
  set	
  of	
  prepara'on	
  procedures	
  P1,…,Pr.	
  Suppose	
  that	
  an	
  
experimenter	
  selects	
  one	
  of	
  these	
  at	
  random,	
  perhaps	
  by	
  rolling	
  dice.	
  Let	
  the	
  
probability	
  of	
  selec'ng	
  procedure	
  Pi	
  be	
  qi	
  .	
  	
  
	
  
Viewed	
  as	
  a	
  whole,	
  this	
  defines	
  a	
  new	
  prepara'on	
  procedure	
  P.	
  
	
  
Impose: 	
   	
  µP	
  (¸	
  )	
  =	
  ∑ι	
  qi	
  µPi(¸)	
  

What	
  about	
  prepara'on	
  contextuality?	
  First,	
  we	
  impose	
  a	
  natural	
  constraint:	
  
	
  

(*)	
  R.	
  W.	
  Spekkens,	
  ibid.	
  



Contextuality	
  

(*)	
  R.	
  W.	
  Spekkens,	
  ibid.	
  

ma

mb

mA

mc

mCmB
I/2

ma

mb

mA

mc

mCmB
I/2

Proof(*):	
   ¾a,	
  ¾A	
  are	
  orthogonal.	
  	
  
Similarly	
  ¾b,	
  ¾B ,	
  ¾c	
  ,	
  ¾C 

 
Hence	
  µ

a
	
  (¸)	
  µ

A
	
  (¸)	
  =	
  0	
  

    µ
b
	
  (¸)	
  µ

B
	
  (¸)	
  =	
  0	
  

	
  	
  	
  	
  	
  µ
c
	
  (¸)	
  µ

C
	
  (¸)	
  =	
  0	
  

	
  
º	
  =	
  ½	
  (	
  µ

a
	
  +	
  µ

A
)	
  	
  

	
  	
  	
  =	
  ½	
  (µ
b
	
  +	
  µ

B
)	
  	
  

	
  	
  	
  =	
  ½	
  (µ
c
	
  +	
  µ

C
)	
  	
  

	
  	
  	
  =	
  1/3	
  (µ
a
	
  +	
  µ

b
	
  +	
  µ

c
)	
  	
  

	
  	
  	
  =	
  1/3(µ
A
	
  +	
  µ

B
	
  +	
  µ

C
)	
  

	
  
For	
  each	
  ¸	
  ,	
  either	
  µ

a
(¸)	
  or	
  µ

A
(¸)	
  =	
  0.	
  

8	
  cases	
  to	
  consider…	
  
Conclude	
  that	
  º	
  (¸)	
  is	
  zero	
  everywhere. 



Generalized	
  probabilis'c	
  theories	
  

Consider	
  a	
  system	
  in	
  a	
  generalized	
  probabilis'c	
  theory…	
  
	
  
Suppose	
  that	
  the	
  set	
  of	
  allowed	
  measurements	
  is	
  the	
  complete	
  set	
  with	
  
respect	
  to	
  the	
  set	
  of	
  states.	
  
	
  
Then	
  	
  

Theorem(*):	
  The	
  system	
  is	
  contextual	
  iff	
  it	
  is	
  non-­‐classical.	
  

(*)	
  JB,	
  unpublished	
  



Part	
  3:	
  Psi-­‐ontology	
  



But	
  our	
  present	
  QM	
  formalism	
  is	
  not	
  purely	
  
epistemological;	
   it	
   is	
   a	
   peculiar	
   mixture	
  
describing	
  in	
  part	
  reali'es	
  of	
  Nature,	
  in	
  part	
  
incomplete	
   human	
   informa'on	
   about	
  
Nature	
   -­‐-­‐-­‐	
   all	
   scrambled	
   up	
   by	
   Heisenberg	
  
and	
  Bohr	
  into	
  an	
  omele8e	
  that	
  nobody	
  has	
  
seen	
  how	
  to	
  unscramble.	
  Yet	
  we	
  think	
  that	
  
the	
   unscrambling	
   is	
   a	
   prerequisite	
   for	
   any	
  
further	
   advance	
   in	
   basic	
   physical	
   theory.	
  
For,	
   if	
   we	
   cannot	
   separate	
   the	
   subjecEve	
  
and	
  objecEve	
  aspects	
  of	
  the	
  formalism,	
  we	
  
cannot	
  know	
  what	
  we	
  are	
  talking	
  about;	
  it	
  
is	
  just	
  that	
  simple.	
  
	
  

E.	
  T.	
  Jaynes	
  



Classical	
  Mechanics	
  

x	
  

p	
  
State	
  of	
  system	
  at	
  
'me	
  t	
  is	
  a	
  point	
  in	
  
phase	
  space.	
  

• 	
  Consider	
  a	
  single	
  par'cle	
  in	
  1	
  dimension.	
  	
  
• 	
  Par'cle	
  has	
  posi'on	
  and	
  momentum.	
  State	
  of	
  par'cle	
  is	
  completely	
  determined	
  by	
  
the	
  values	
  of	
  x,p.	
  	
  
• 	
  Other	
  physical	
  proper'es	
  of	
  the	
  par'cle	
  are	
  func'ons	
  of	
  x,p,	
  e.g.,	
  energy	
  H(x,p).	
  

Mo'on	
  determined	
  by	
  
Hamilton’s	
  equa'ons	
  

x(t),	
  p(t)	
  



Liouville	
  Mechanics	
  

x	
  

p	
  
Probability	
  
distribu'on	
  on	
  
phase	
  space	
  

Evolu'on	
  of	
  the	
  probability	
  
distribu'on	
  is	
  given	
  by	
  the	
  Liouville	
  
equa'on:	
  

• 	
  Some'mes	
  we	
  don’t	
  know	
  the	
  exact	
  microstate	
  of	
  a	
  classical	
  system.	
  	
  
• 	
  The	
  informa'on	
  we	
  have	
  defines	
  a	
  probability	
  distribu'on	
  ½	
  over	
  phase	
  space.	
  
• 	
  ½	
  is	
  not	
  a	
  physical	
  property	
  of	
  the	
  par'cle.	
  The	
  par'cle	
  occupies	
  a	
  definite	
  point	
  in	
  
phase	
  space	
  and	
  does	
  not	
  care	
  what	
  probabili'es	
  I	
  have	
  assigned	
  to	
  different	
  states.	
  



Liouville	
  Mechanics	
  

x	
  

p	
  
Probability	
  
distribu'on	
  on	
  
phase	
  space	
  

Terminology:	
  
	
  
(x,p)	
  	
   	
  on.c	
  state	
  
  ½	
  	
  	
  	
   	
  epistemic	
  state	
  

• 	
  Some'mes	
  we	
  don’t	
  know	
  the	
  exact	
  microstate	
  of	
  a	
  classical	
  system.	
  	
  
• 	
  The	
  informa'on	
  we	
  have	
  defines	
  a	
  probability	
  distribu'on	
  ½	
  over	
  phase	
  space.	
  
• 	
  ½	
  is	
  not	
  a	
  physical	
  property	
  of	
  the	
  par'cle.	
  The	
  par'cle	
  occupies	
  a	
  definite	
  point	
  in	
  
phase	
  space	
  and	
  does	
  not	
  care	
  what	
  probabili'es	
  I	
  have	
  assigned	
  to	
  different	
  states.	
  



What	
  is	
  the	
  quantum	
  state?	
  

On'c	
  ?	
  

• 	
  	
  A	
  quantum	
  wave	
  func'on	
  is	
  a	
  real	
  physical	
  wave.	
  	
  
• 	
  	
  Quantum	
  interference	
  most	
  easily	
  understood	
  this	
  way.	
  
• 	
  	
  But	
  it	
  is	
  defined	
  on	
  configura'on	
  space…	
  



Epistemic	
  ?	
  

What	
  is	
  the	
  quantum	
  state?	
  

• 	
  	
  A	
  quantum	
  state	
  encodes	
  an	
  experimenter’s	
  knowledge	
  or	
  
informa.on	
  about	
  some	
  aspect	
  of	
  reality.	
  

Ã 



Arguments	
  for	
  Ã	
  being	
  epistemic	
  

The	
  wave	
  func.on	
  is	
  not	
  a	
  thing	
  which	
  lives	
  in	
  the	
  world.	
  It	
  is	
  a	
  
tool	
   used	
   by	
   the	
   theory	
   to	
   make	
   those	
   inferences	
   from	
   the	
  
known	
   to	
   the	
   unknown.	
   Once	
   one	
   knows	
   more,	
   the	
   wave	
  
func.on	
   changes,	
   since	
   it	
   is	
   only	
   there	
   to	
   reflect	
   within	
   the	
  
theory	
  the	
  knowledge	
  one	
  assumes	
  one	
  has	
  about	
  the	
  world.	
  
-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐Bill	
  Unruh	
  

Collapse!	
  	
   just	
  Bayesian	
  upda'ng	
  



Arguments	
  for	
  Ã	
  being	
  epistemic	
  

• 	
  	
  Non-­‐orthogonal	
  quantum	
  states	
  cannot	
  reliably	
  be	
  dis'nguished	
  
–	
  just	
  like	
  probability	
  distribu'ons.	
  

• 	
  	
  Quantum	
  states	
  are	
  exponen'al	
  in	
  the	
  number	
  of	
  systems	
  –	
  just	
  
like	
  probability	
  distribu'ons.	
  	
  

• 	
  	
  Quantum	
  states	
  	
  cannot	
  be	
  cloned,	
  can	
  be	
  teleported	
  	
  etc	
  –	
  just	
  
like	
  probability	
  distribu'ons.	
  	
  	
  



We	
  will	
  show	
  that...	
  

•  If	
  Ã	
  merely	
  represents	
  informa'on	
  about	
  the	
  
objec've	
  physical	
  state	
  of	
  a	
  system,	
  then	
  
predic'ons	
  are	
  obtained	
  that	
  contradict	
  
quantum	
  theory.	
  



DISCRETE	
  ONTIC	
  STATE	
  SPACE	
  



ONTIC	
  STATE	
  EPISTEMIC	
  STATE	
  



A	
  biased	
  die	
  rolling	
  device	
  

P	
   E	
  

P	
   E	
  

λ	



λ	



Always	
  get	
  ¸	
  =	
  prime	
  

Always	
  get	
  ¸	
  =	
  even	
  



•  Is	
  this	
  measurement	
  possible?	
  
•  No	
  –	
  because	
  ¸	
  =	
  2	
  can	
  happen	
  with	
  

either	
  the	
  P	
  or	
  the	
  E	
  prepara'on.	
  
•  Cannot	
  reliably	
  dis'nguish	
  

overlapping	
  probability	
  distribu'ons.	
  

measure	
  

P	
  

λ	



P	
   E	
  



λ2	



measure	
  

not	
  
EP	
  

λ1	



P	
   E	
   P	
   E	
  

Is	
  this	
  measurement	
  possible?	
  No	
  again.	
  



Quantum	
  systems	
  

Z	
   X	
  

Z	
   X	
  



measure	
  

Z	
  

Z	
   X	
  
•  Is	
  this	
  measurement	
  possible?	
  
•  No	
  –	
  cannot	
  reliably	
  dis'nguish	
  non-­‐

orthogonal	
  quantum	
  states.	
  
•  A	
  very	
  natural	
  explana.on	
  of	
  this	
  

would	
  be	
  that	
  Z,X	
  some'mes	
  prepare	
  
the	
  same	
  on'c	
  state.	
  	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

But	
  this	
  measurement	
  exists	
  !!	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

Project	
  onto	
  the	
  basis:	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

Project	
  onto	
  the	
  basis:	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

Project	
  onto	
  the	
  basis:	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

Project	
  onto	
  the	
  basis:	
  



measure	
  

Not	
  
ZX	
  

Z	
   X	
   Z	
   X	
  

Project	
  onto	
  the	
  basis:	
  



What	
  have	
  we	
  learned?	
  

It	
  cannot	
  be	
  the	
  case	
  that	
  prepara'on	
  of	
  spin-­‐
up-­‐Z	
  and	
  spin-­‐up-­‐X	
  can	
  some'mes	
  result	
  in	
  the	
  
same	
  underlying	
  on'c	
  state.	
  	
  	
  

Now	
  show	
  that	
  a	
  similar	
  argument	
  
goes	
  through	
  for	
  any	
  pair	
  of	
  dis'nct	
  
quantum	
  states…	
  



¸ M	
  

k	
  

P 

µP	
  (¸)	
  

»M,k	
  (¸)	
  
Consider	
  a	
  quantum	
  system	
  of	
  dimension	
  d.	
  An	
  on.c	
  model	
  defines:	
  	
  	
  	
  
•  A	
  space	
  of	
  on'c	
  states	
  ¸ 
•  For	
  each	
  prepara'on	
  P,	
  a	
  probability	
  distribu'on	
  µP(¸)	
  
•  For	
  each	
  measurement	
  M	
  and	
  outcome	
  k,	
  a	
  response	
  func.on	
  »M,k	
  (¸)	
  ,	
  understood	
  

as	
  the	
  probability	
  of	
  geyng	
  outcome	
  k	
  when	
  measurement	
  M	
  is	
  performed	
  and	
  the	
  
on'c	
  state	
  is	
  ¸. 

Recover	
  quantum	
  predic'ons:	
  	
  

Recall:	
  On'c	
  models	
  



The	
  Ã-­‐on'c	
  case	
  
¤ 

µ0	
  

µ1	
  

• 	
  	
  The	
  quantum	
  state	
  can	
  be	
  inferred	
  from	
  the	
  on'c	
  state.	
  
• 	
  	
  The	
  quantum	
  state	
  is	
  a	
  physical	
  property	
  of	
  the	
  system,	
  and	
  is	
  not	
  mere	
  
informa'on.	
  

Suppose	
  that	
  for	
  every	
  pair	
  of	
  
dis'nct	
  quantum	
  states	
  Á0	
  and	
  Á1,	
  
the	
  distribu'ons	
  µ0	
  and	
  µ1	
  do	
  not	
  
overlap:	
  

See	
  N.	
  Harrigan	
  and	
  R.	
  W.	
  Spekkens,	
  Found.	
  Phys.	
  40,	
  125	
  (2010).	
  



The	
  Ã-­‐epistemic	
  case	
  

• 	
  	
  µ0	
  and	
  µ1	
  can	
  overlap.	
  
• 	
  	
  Given	
  the	
  on'c	
  state	
  ¸	
  above,	
  cannot	
  infer	
  whether	
  the	
  quantum	
  state	
  Á0	
  or	
  Á1	
  	
  
was	
  prepared.	
  

¤ 

µ0	
  

µ1	
  

¸	
  

See	
  N.	
  Harrigan	
  and	
  R.	
  W.	
  Spekkens,	
  Found.	
  Phys.	
  40,	
  125	
  (2010).	
  



A	
  no-­‐go	
  theorem	
  

Suppose	
  there	
  are	
  dis'nct	
  quantum	
  
states	
  Á0	
  and	
  Á1,	
  and	
  a	
  subset	
  S	
  of	
  the	
  
on'c	
  states	
  such	
  that	
  	
  
 
µ0(¸)	
  >	
  0	
  and	
  µ1(¸)	
  >	
  0	
  for	
  all	
  ¸	
  2	
  S	
  	
  
µ0(S)	
  ¸	
  q	
  >	
  0	
  
µ1(S)	
  ¸	
  q	
  >	
  0	
  .	
  

µ0	
  

µ1	
  

S	
  



Pa 

µa(¸)	
  
¸a	
  

Pb 

µb(¸)	
  
¸b	
  

Assume	
  prepara.on	
  independence:	
  the	
  joint	
  distribu'on	
  over	
  ¸a	
  and	
  ¸b,	
  
corresponding	
  to	
  prepara'on	
  of	
  the	
  product	
  state	
  Áa	
  ­	
  Áb	
  sa'sfies:	
  	
  	
  	
  
	
  

      µ(¸a,¸b)	
  =	
  µa(¸a)£	
  µb(¸b)	
  

Consider	
  independent	
  prepara'ons,	
  of	
  quantum	
  states	
  Áa	
  and	
  Áb,	
  producing	
  
a	
  joint	
  state	
  Áa	
  ­	
  Áb. 
	
  

Prepara'on	
  Independence	
  



Move	
  lever	
  le~	
  or	
  right	
  to	
  
prepare	
  either	
  |Á0i	
  or	
  |Á1i.	
  

|Áx1i 

¸	
  1	
   ¸	
  2	
   ¸	
  3	
   ¸	
  4	
   ¸	
  5	
   ¸	
  6	
  

|Áx2i |Áx4i |Áx3i |Áx5i |Áx6i 

• 	
  2n	
  possible	
  joint	
  states:	
  
• 	
  Each	
  is	
  prepared	
  in	
  either	
  the	
  state	
  |Á0i	
  or	
  the	
  state	
  |Á1i.	
  

Prepare	
  n	
  systems	
  independently...	
  



|Áx1i 

¸1	
   ¸2	
   ¸3	
   ¸4	
   ¸5	
   ¸6	
  

|Áx2i |Áx4i |Áx3i |Áx5i |Áx6i 

For	
  any	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  there	
  is	
  some	
  chance	
  that	
  for	
  
every	
  one	
  of	
  the	
  n	
  systems,	
  the	
  on'c	
  state	
  is	
  in	
  the	
  region	
  S.	
  

Pr(¸	
  i	
  2	
  S	
  for	
  all	
  i)	
  ¸	
  qn	
  



• 	
  	
  Now	
  here’s	
  the	
  problem...	
  

• 	
  	
  For	
  large	
  enough	
  n	
  there	
  is	
  an	
  entangled	
  measurement	
  across	
  the	
  n	
  systems,	
  
with	
  2n	
  outcomes	
  corresponding	
  to	
  projectors	
  P1,	
  ...	
  ,	
  P2n	
  and	
  	
  

• 	
  	
  For	
  any	
  of	
  these	
  2n	
  joint	
  prepara'ons	
  there	
  is	
  a	
  non-­‐zero	
  probability	
  that	
  the	
  
on'c	
  state	
  (¸1	
  ,	
  …	
  ,	
  ¸n)	
  2	
  S	
  £	
  !	
  £	
  S	
  .	
  
• 	
  	
  In	
  this	
  case,	
  must	
  have	
  »M,i(¸1	
  £	
  !	
  £	
  ¸n)	
  =	
  0	
  for	
  any	
  i.	
  But	
  probs	
  must	
  sum	
  to	
  1!	
  

A	
  `PP-­‐measurement`	
  
Cf	
  	
  Caves,	
  Fuchs,	
  Schack,	
  Phys.	
  Rev.	
  A	
  66,	
  
062111	
  (2002).	
  



on	
  all	
  other	
  basis	
  states	
  |bi	
  .	
  

	
  Choose	
  n	
  such	
  that	
  	
  21/n	
  -­‐1	
  ·	
  tan(µ/2)	
  .	
  	
  

Wlog,	
  write	
   	
  |Á0i	
  =	
  cos(µ/2)	
  |0i	
  -­‐	
  sin(µ/2)	
  |1i 
	
   	
   	
  |Á1i	
  =	
  cos(µ/2)	
  |0i	
  +	
  sin(µ/2)	
  |1i 

The	
  measurement	
  



Suppose	
  that	
  in	
  a	
  real	
  experiment,	
  the	
  measured	
  probabili'es	
  
are	
  within	
  ²	
  of	
  the	
  quantum	
  predic'ons.	
  Then	
  

Classical	
  trace	
  
distance	
  

Approximate	
  case	
  

(*)	
  

(*)	
  M.	
  Pusey,	
  JB,	
  T.	
  Rudolph,	
  Nature	
  Physics	
  8,	
  475	
  (2012).	
  



Suppose	
  that	
  in	
  a	
  real	
  experiment,	
  the	
  measured	
  probabili'es	
  
are	
  within	
  ²	
  of	
  the	
  quantum	
  predic'ons.	
  Then	
  

Classical	
  trace	
  
distance	
  

Approximate	
  case	
  

So	
  with	
  a	
  well-­‐performed	
  experiment,	
  we	
  
can	
  put	
  an	
  upper	
  bound	
  on	
  how	
  much	
  the	
  
classical	
  distribu'ons	
  overlap.	
  

(*)	
  

(*)	
  M.	
  Pusey,	
  JB,	
  T.	
  Rudolph,	
  Nature	
  Physics	
  8,	
  475	
  (2012).	
  



Psi-­‐epistemic	
  models	
  for	
  single	
  
systems	
  exist	
  

•  An	
  explicit	
  construc'on	
  is	
  given	
  in	
  P.	
  Lewis,	
  D.	
  Jennings,	
  JB,	
  T.	
  Rudolph,	
  
PRL	
  109,	
  150404	
  (2012).	
  

•  But	
  µÁ	
  and	
  µÃ	
  only	
  overlap	
  for	
  some	
  pairs	
  of	
  quantum	
  states.	
  

•  Aaronson	
  et	
  al.	
  arXiv:1303.2834	
  go	
  further.	
  Provide	
  an	
  explicit	
  
construc'on	
  such	
  that	
  µÁ	
  overlaps	
  with	
  µÃ	
  for	
  any	
  pair	
  of	
  non-­‐orthogonal	
  
state	
  vectors	
  |Ái	
  and	
  |Ãi.	
  



How	
  much	
  can	
  µÁ	
  and	
  µÃ	
  overlap?	
  



Dis'nguishing	
  probability	
  distribu'ons	
  

Consider	
  two	
  prepara'ons	
  of	
  a	
  classical	
  system,	
  corresponding	
  to	
  distribu'ons	
  µ1(¸)	
  and	
  
µ2(¸).	
  
	
  
A	
  priori	
  probability	
  for	
  each	
  prepara'on	
  is	
  ½.	
  
	
  
With	
  a	
  single-­‐shot	
  measurement	
  on	
  the	
  system,	
  must	
  guess	
  which	
  prepara'on	
  method	
  
was	
  used.	
  
	
  

	
   	
  Prob(guess	
  correctly)	
  =	
  ½	
  (1	
  +	
  D(µ1,	
  µ2)	
  ),	
  
	
  	
  
	
  where	
  D(µ1,µ2)	
  is	
  the	
  classical	
  trace	
  distance	
  between	
  µ1	
  and	
  µ2,	
  
	
  D(µ1,µ2)	
  =	
  1/2	
  s	
  d¸	
  |µ1(¸)	
  -­‐	
  µ2(¸)|.	
  



Dis'nguishing	
  quantum	
  states	
  

Consider	
  two	
  prepara'ons	
  of	
  a	
  quantum	
  system,	
  corresponding	
  to	
  state	
  vectors:	
  
	
  |Ái,|Ãi 
 
A	
  priori	
  probability	
  for	
  each	
  prepara'on	
  is	
  ½.	
  
	
  
With	
  a	
  single-­‐shot	
  measurement	
  on	
  the	
  system,	
  must	
  guess	
  which	
  prepara'on	
  
method	
  was	
  used.	
  With	
  an	
  op'mal	
  measurement:	
  
	
  

	
   	
  Prob(guess	
  correctly)	
  =	
  ½	
  (1	
  +	
  DQ(|Ái	
  ,|Ãi)	
  ),	
  
	
  	
  
	
  where	
  DQ(|Ái	
  ,	
  |Ãi)	
  	
  is	
  the	
  quantum	
  trace	
  distance	
  between	
  |Ái	
  	
  and	
  |Ãi,	
  
	
  	
  



Maximally	
  psi-­‐epistemic	
  models	
  

Proof	
  sketch	
  
	
  
Consider	
  the	
  op'mal	
  quantum	
  measurement	
  for	
  guessing	
  the	
  prepara'on.	
  
Guess	
  correctly	
  with	
  P	
  =	
  ½	
  (1	
  +	
  DQ(|Ái	
  ,|Ãi)	
  ).	
  But	
  measurement	
  device	
  
only	
  has	
  access	
  to	
  ¸,	
  and	
  must	
  dis'nguish	
  µÁ	
  from	
  µÃ	
  .	
  	
  Cannot	
  achieve	
  this	
  
success	
  rate	
  if	
  µÁ	
  ,	
  µÃ	
  overlap	
  too	
  much! 

Theorem(*)	
  
	
  
In	
  any	
  on'c	
  model	
  that	
  reproduces	
  the	
  predic'ons	
  for	
  a	
  d	
  dimensional	
  
quantum	
  system:	
  



Maximally	
  epistemic	
  models	
  

An	
  on'c	
  model	
  is	
  maximally	
  psi-­‐epistemic	
  if	
  	
  

Why	
  is	
  this	
  natural?	
  
	
  
•  Recall	
  that	
  overlap	
  of	
  µÁ	
  ,	
  µÃ	
  would	
  explain	
  why	
  |Ái	
  ,	
  |Ãi	
  cannot	
  be	
  

dis'nguished	
  with	
  certainty.	
  
	
  
•  In	
  a	
  maximally	
  psi-­‐epistemic	
  model,	
  failure	
  to	
  dis'nguish	
  |Ái	
  ,	
  |Ãi	
  is	
  

en.rely	
  due	
  to	
  the	
  ordinary	
  classical	
  difficulty	
  in	
  dis'nguishing	
  the	
  
probability	
  distribu'ons	
  µÁ	
  ,	
  µÃ	
  .	
  No	
  other	
  limita'ons	
  or	
  uniquely	
  quantum	
  
effects	
  need	
  be	
  invoked.	
  



Overlap	
  bounds	
  

Theorem(*)	
  
	
  
Define	
  the	
  classical	
  overlap	
  !	
  (µÁ	
  ,	
  µÃ)	
  ´	
  1	
  –	
  D(µÁ	
  ,	
  µÃ).	
  	
  
Similarly	
  the	
  quantum	
  overlap	
  !Q	
  (|Ái	
  ,	
  |Ãi)	
  ´	
  1	
  –	
  DQ	
  (|Ái	
  ,	
  |Ãi).	
  
	
  
Consider	
  an	
  on'c	
  model	
  that	
  reproduces	
  quantum	
  predic'ons	
  in	
  dimension	
  d	
  
and	
  sa'sfies:	
  
	
  
	
  
	
  
Then	
  ®	
  <	
  4/(d-­‐1).	
  If	
  d	
  is	
  power	
  prime	
  then	
  ®	
  <	
  2/d.	
  

Hence	
  no	
  maximally	
  psi-­‐epistemic	
  model	
  can	
  recover	
  the	
  quantum	
  predic'ons	
  in	
  d	
  ¸	
  3.	
  

(*)	
  JB,	
  E.	
  Cavalcan',	
  R.	
  Lal,	
  O.Maroney,	
  PRL	
  to	
  appear	
  



Addi'onally	
  

•  There	
  is	
  also	
  a	
  noise-­‐tolerant	
  version.	
  Maximally	
  psi-­‐epistemic	
  models	
  
cannot	
  approximately	
  recover	
  quantum	
  predic'ons	
  in	
  d	
  ¸	
  3.	
  

•  An	
  explicit	
  maximally	
  psi-­‐epistemic	
  model	
  exists	
  in	
  d=2	
  (constructed	
  by	
  
Kochen	
  and	
  Specker).	
  

•  An	
  improved	
  bound,	
  exponen'ally	
  small	
  in	
  d,	
  is	
  obtained	
  in	
  M.S.Leifer,	
  
Phys.	
  Rev.	
  Le8.	
  112,	
  160404	
  (2014).	
  



Summary	
  

•  Given	
  prepara'on	
  independence,	
  psi-­‐epistemic	
  models	
  cannot	
  reproduce	
  
the	
  predic'ons	
  of	
  quantum	
  theory.	
  

•  Without	
  prepara'on	
  independence,	
  can	
  s'll	
  derive	
  interes'ng	
  results	
  by	
  
considering	
  single	
  systems.	
  For	
  at	
  least	
  some	
  pairs	
  of	
  quantum	
  states,	
  the	
  
overlap	
  of	
  the	
  classical	
  distribu'ons	
  must	
  be	
  small,	
  as	
  d	
  gets	
  large.	
  

	
  
•  Are	
  there	
  informa'on-­‐theore'c	
  applica'ons	
  of	
  these	
  new	
  theorems?	
  



Conclusions	
  

All	
  the	
  no-­‐go	
  theorems	
  we	
  have	
  considered	
  begin	
  with	
  the	
  idea	
  of	
  a	
  classical,	
  or	
  hidden	
  
variable,	
  or	
  on.c	
  model	
  for	
  a	
  quantum	
  system.	
  
	
  
Bell	
  à	
  Model	
  cannot	
  be	
  locally	
  causal.	
  
	
  
Extensions	
  of	
  Bell	
  à	
  In	
  various	
  other	
  scenarios,	
  model	
  cannot	
  respect	
  underlying	
  causal	
  
structure.	
  
	
  
Kochen-­‐Specker	
  à	
  A	
  determinis'c	
  on'c	
  model	
  cannot	
  be	
  KS-­‐non-­‐contextual	
  (d	
  ¸	
  3).	
  
	
  
Spekkens	
  à	
  Model	
  cannot	
  be	
  prepara'on	
  non-­‐contextual.	
  
	
  
PBR	
  à	
  Model	
  cannot	
  be	
  psi-­‐epistemic.	
  
	
  
Recent	
  results	
  à	
  Even	
  for	
  single	
  systems,	
  model	
  cannot	
  be	
  maximally	
  psi-­‐epistemic.	
  
	
  



Conclusions	
  

One	
  approach	
  is	
  simply	
  to	
  accept	
  the	
  conclusion	
  of	
  each	
  of	
  these	
  theorems.	
  	
  
	
  
E.g.,	
  de	
  Broglie-­‐Bohm	
  theory	
  is	
  nonlocal,	
  prepara'on	
  contextual,	
  psi-­‐on'c	
  etc.	
  
	
  
But	
  many	
  quantum	
  scien'sts	
  would	
  take	
  the	
  view	
  that	
  the	
  theorems	
  are	
  evidence	
  that	
  
the	
  assump.ons	
  need	
  to	
  be	
  given	
  up.	
  	
  
	
  
The	
  primary	
  assump'on	
  that	
  all	
  these	
  theorems	
  share	
  is	
  that	
  there	
  is	
  an	
  underlying	
  
theory,	
  whose	
  schema'c	
  form	
  is	
  well	
  captured	
  by	
  the	
  no'on	
  of	
  an	
  on'c	
  model.	
  
	
  
There	
  remains	
  the	
  possibility	
  that	
  there	
  is	
  an	
  underlying	
  theory	
  to	
  be	
  discovered,	
  which	
  
is	
  structured	
  quite	
  differently	
  from	
  the	
  way	
  in	
  which	
  on'c	
  models	
  describe	
  the	
  world.	
  



Conclusions	
  

Another	
  way	
  of	
  thinking	
  about	
  the	
  no-­‐go	
  theorems	
  is	
  as	
  constraints	
  on	
  classical	
  
simula'on	
  of	
  quantum	
  systems.	
  	
  
	
  
Bell	
  nonlocality	
  already	
  has	
  many	
  applica'ons,	
  in	
  communica'on	
  complexity,	
  key	
  
distribu'on,	
  measurement-­‐based	
  computa'on.	
  
	
  
It	
  remains	
  to	
  be	
  seen	
  what	
  applica'ons	
  might	
  emerge	
  from	
  the	
  generalized	
  Bell	
  
scenarios,	
  or	
  from	
  prepara'on	
  contextuality,	
  or	
  the	
  PBR	
  argument.	
  



Conclusions	
  

All	
  these	
  things	
  are	
  ac've	
  research	
  areas.	
  I	
  have	
  missed	
  out	
  a	
  great	
  deal	
  of	
  topics.	
  


